Chapitre 15 : Oscillations forcées - Résonance

Lobjectif de ce chapitre est de comprendre pourquoi certains systémes physiques soumis a une ex-
citation périodique ont un comportement qui dépend de la fréquence d’excitation. Sur I'exemple de
systémes linéaires mécaniques ou électriques, nous allons introduire les outils mathématiques qui per-
mettent de décrire le comportement en régime permanent. Nous mettrons en évidence le phénomene
de la résonance qui illustre parfaitement I'importance de la fréquence sur le comportement d'un sys-
teme linéaire.

1 Equation d’évolution : oscillateur amorti soumis a une ex-
citation sinusoidale
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Une circuit RLC série est alimenté a partir de ¢t = 0 par un générateur de fem sinusoidale e(¢) =
Ecos(wt). Léquation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur est la suivante :
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La solution générale de cette équation différentielle s’écrit sous la forme u.(£) = uy (1) +u p(t).

* uy(t) estla solution générale de I'équation homogene, c’est-a-dire celle qui traduit le comporte-
ment de I'oscillateur amorti en régime libre. 1, () tend vers zéro quelques soient les conditions
initiales. On note que cette fonction ne dépend pas de I’excitation.

* up(1) est une solution particuliére de I'équation différentielle ci-dessus. Cette fonction dépend
de la maniere dont le systeme est excité. C’est le seul terme qui subsiste quand ¢ — oo puisque
up(t) — 0.
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La réponse du systeme a une excitation extérieure est divisée en deux phases :

¢ d’abord un régime transitoire tant que uy(#) n’est pas négligeable devant uy(¢) (le calcul
de uy, (1) a été écrit au chapitre précédent) ;

® ensuite un régime permanent dans lequel I'évolution est décrite uniquement par la so-
lution particuliere de I'équation différentielle.

2 Réponse en régime permanent

2.1 Observations

On montre ci-dessous une simulation de la réponse du circuit apres allumage du générateur.

Réponse d'un oscillateur amorti a une excitation sinusoidale
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Apres une phase transitoire on observe un régime permanent dans lequel la tension u. () oscille sinu-
soidalement a la méme pulsation que e(#), mais avec une amplitude et une phase différente. On parle
d’oscillations forcées (le régime permanent est appelé régime sinusoidal forcé).

Tout systeme physique linéaire qui est soumis a une action sinusoidale de pulsation w répond
en oscillant exactement a la méme pulsation w. En régime sinusoidal forcé le comportement
du systeme est décrit par une fonction sinusoidale :

up(t) = Up cos(wt + )

dont 'amplitude Uy, etla phase a l'origine ¢ dépendent de la pulsation d’excitation w. Nous
verrons dans la suite de ce chapitre comment déterminer Uy, et ¢ puis nous étudierons la
facon dont elles dépendent de w.

2.2 Notation complexe

A toute fonction sinusoidale du temps s(f) = Sy, cos(w? + @) on associe une représentation
complexe, notée s(t), définie par :

s(f) = Spellwi+®)

O j? = —1. La fonction s(#) est définie de sorte que s(¢) = Re [s(1)].




La représentation complexe s(#) peut également s’écrire sous la forme :

ou S est appelée amplitude complexe de s(¢). Ainsi définie, il existe une unique amplitude complexe
associée a une fonction sinusoidale s(¢) et inversement.
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A retenir : connaissant I'amplitude complexe S on retrouve I'expression de s(#) dans 'espace
réel par un calcul de module et d’argument.

Sm=18| @ =arg(s)

2.3 Propriétés de la notation complexe

Toutes les opérations mathématiques linéaires (addition, soustraction, multiplication par une
constante, dérivation temporelle, intégration temporelle, etc.) se conservent dans 1'espace
complexe.

On résume ces propriétés dans le tableau ci-dessous.
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Rq: On retiendra en particulier les propriétés concernant la dérivation et I'intégration temporelle, que
I'on réutilisera trés souvent dans ce chapitre.

Rq : la multiplication n’est pas une opération linéaire donc elle n’est pas conservée dans I'’espace com-
plexe.

2.4 Avance de phase et notation complexe

Soient deux grandeurs sinusoidales synchrones x(f) = Xy, cos(Wt + @x) et y(£) = Vi cos(wt + @y).
Lavance de phase de y(¢) sur x(¢) sa calcule en complexe de la maniére suivante :
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3 Dipoles linéaires en RSF

3.1 Impédance, admittance

—

En régime sinusoidal forcé un dipéle linéaire est caractérisé par une relation entre la tension complexe
U et l'intensité complexe I du type :

U=al+b

Ou a et b sont deux nombres complexes qui peuvent éventuellement dépendre de w.

Un dipole linéaire passif est caractérisé par le fait que U et I sont proportionnelles 'une a
l'autre (b = 0). Dans ce cas, on définit 'impédance complexe Z (en Q) et 'admittance com-
plexe Y (en S) du dipdle passif par :
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Rq: Larelation U = Z I, valable pour tout dipdle passiflinéaire en RSF, est appelée loi ¢ Ohm
complexe.

Limpédance complexe contient deux informations :

» Elle permet de connaitre le rapport entre les amplitudes de u(¢) et i(?).
¢ Elle permet de connaitre le déphasage entre u(¢) et i().



En convention récepteur, en RSE le courant qui traverse un dipole et la tension a ses bornes
s’écrivent sous la forme :

u(t) =Upycos(wt+@y) et i(f)=Iyucos(wt+@;)

D’apres la définition de I'impédance complexe, on a:

arg(Z) = ou—@;

3.2 Dipoles passifs usuels

On retient les expressions des impédances complexes des dipoles passifs usuels : la résistance, la
bobine et le condensateur :
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3.3 Lois de Kirchhoff

Tant que l'on reste dans le domaine de I’ARQS on a montré que les lois de Kirchhoff sont valables
comme en régime stationnaire. Ceci s’étend a la notation complexe : on peut appliquer la loi des
mailles et la loi des nceuds dans 'espace complexe.

3.4 Associations d’impédances

Les formules pour les associations d'impédances s’écrivent en notation complexe de maniere sem-
blable a ce que I'on a vu en régime stationnaire pour les résistors. On note que ces lois d’associations
ne s’appliquent pas qu’aux seuls résistors mais s’étendent a tous les dipoles linéaires passifs (résistor,
condensateur, bobine notamment).

Zeq=Zy+Zy+...+ Zy pour des impédances en série.

Yoq=Y,+Y,+..+ Yy pour des impédances en dérivation.

Z,Z,

On retient également que pour deux impédances en dérivation: Y, =Y, +Y, <

3.5 Dipoles actifs linéaires

Yi~

4T Z+2,
E
i
) [

Un dipéle linéaire actif est tel que U = al + b avec b # 0. On
peut le décrire avec un modéle de Thévenin (fem complexe E

en série avec une impédance Z). u

3.6 Pont diviseur de tension/de courant
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Loi du pont diviseur de tension (schéma de gauche, les impédances doivent étre en série) :
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Loi du pont diviseur de courant (schéma de droite, les impédances doivent étre en dérivation) :
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4 Résonance en tension (en élongation)

Dans cette partie, on étudie le comportement en fréquence du courant qui traverse un circuit RLC
série ainsi que de la tension aux bornes du condensateur. Ces grandeurs sont notées sous la forme :
uc(t) =Upcos(wt+@y) et i(f)=Ipcos(wi+@;).

4.1 Amplitude complexe

Tout I'intérét de la méthode complexe vient de ce qu’elle permet de transformer une équation différen-
tielle en une équation algébrique. Ainsi il est tres facile d’obtenir 'expression de la tension complexe
aux bornes du condensateur :
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La tension complexe dépend de w ce qui traduit le fait que les oscillations forcées du circuit dépendent
de la pulsation d’excitation.

On parle de résonance en amplitude si 'amplitude des oscillations Uy, (w) possede un maxi-
mum local sur I'intervalle ]0, +ool.




4.2 Ftude de 'amplitude 4.3 Ftude dela phase

Le module de U . permet de déterminer I'amplitude des oscillations : Largument de U permet de déterminer la phase al’origine de u(?) :
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On représente sur le graphique ci-dessous les variations de Uy, (w) pour différentes valeurs du facteur
de qualité (a wg constant) :
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On représente sur le graphique ci-dessous les variations de ¢ (w) pour différentes valeurs du facteur
de qualité (a wq constant) :

0
3
= —7t/2
§, S
g
=)
-7
w
w * Pour une excitation lente devant wy, l'oscillateur est quasiment en phase avec I'excitateur.

* Pour une excitation a la pulsation propre de I'oscillateur, celui-ci est en quadrature de phase avec

* Pour Q < L (frottements “forts”), I'amplitude est maximale quand w — 0. L'amplitude des os- ..
2 I'excitateur.

cillations diminue de facon monotone avec w et devient quasi-nulle lorsque w > wy (excitation
treés rapide devant la pulsation propre de I'oscillateur). Il n’y a pas de résonance en amplitude. * Pour une excitation tres rapide devant wy, l'oscillateur est quasiment en opposition de phase
avec |'excitateur.

® Pour Q> %fz (frottements “faibles”), il y a résonance en amplitude a la pulsation :

4.4 Exploiter des courbes d’amplitude et de phase en tension

1
Wr = woy [1- W Létude conjointe des graphes d’amplitude et de phase permet d’obtenir rapidement les valeurs des
parametres canoniques de |'oscillateur amorti. En effet, on montre rapidement que :

Plus les frottements sont faibles et plus la résonance est aigué (forte amplitude, faible largeur en

fréquence). En 'absence de frottement, la résonance deviendrait infinie, a la pulsation wy. T
Qulwo) = -3 Un(0)=E et Un(wo)=QE




5 Résonance en intensité (en vitesse) 5.3 FEtude delaphase
Connaissant la phase a l'origine de la tension, on peut déterminer immédiatement celle de I'intensité

5.1 Amplitude complexe puisque @©; = @y +7/2.

On représente sur le graphique ci-dessous les variations de ¢;(w) pour différentes valeurs du facteur

En utilisant une loi des mailles, on peut exprimer I’amplitude complexe de I'intensité sous la forme : PR
P P P P de qualité (a wq et R constants) :

I:L Tt/2
1+jg[ 2 - %0
wo w

5.2 Etude de Pamplitude

@i(w)
o

Le module de I permet de déterminer I'amplitude des oscillations de i() :
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On représente sur le graphique ci-dessous les variations de I, (w) pour différentes valeurs du facteur
de qualité (a wg constant) :
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. 5.4 Bande passante de la résonance en intensité

Def : Notons Iinax I'amplitude de I'intensité a la résonance. On définit une pulsation de
coupure W par :
1
Im(we) = —=

V2
Dans le cas d'une résonance en intensité il y a typiquement deux pulsations de coupure w; et
w2 autour de la pulsation de résonance et on définit la bande passante de la résonance par
I'intervalle [w1, w2].

On peut montrer que la largeur de la bande passante est inversement proportionnelle au facteur de
qualité :

Il'y arésonance en intensité quelque soit la valeur du facteur de qualité, toujours a la pulsation wg. Ainsi, plus le facteur de qualité est grand et plus la résonance est aigué.



5.5 Exploiter des courbes d’amplitude et de phase en intensité

5.5.1 Courbe d’amplitude

La courbe d’amplitude a elle seule permet d’obtenir toutes les informations sur l'oscillateur amorti.
En effet, on lit immédiatement sur la courbe les valeurs de wq (pulsation de résonance) et Aw, ce qui
permet d’en déduire la valeur du facteur de qualité.

5.5.2 Courbe de phase

La courbe de phase a elle seule permet également de déterminer les parametres canoniques de
l'oscillateur. En effet, on peut montrer que :
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@i(we)=0 et @;(wy2)==*




