Correction du DNS 15

EXERCICE 1
1) On a
i .
I():/ ldx = —
0 4
et . .
4 1 si F.S 2 1 In2
11:/0 tanxdx:/o z:;zdx:[—ln(cosm)]o“ :—ln%:—ian—i—an:%.

2) Pour tout n € N :
I . I I . I
Iny1—1I, = / tan" ™z dw — / tan” x dx = / (tan"™ z — tan" x) dox = / tan” z(tanx — 1) dz.
0 0 0 0

T
Or pour tout x € {O, f} on a0 < tanz < 1, donc tan™ z(tanx — 1) < 0. Par conséquent 1,11 — I, < 0 : la suite (I,)

est décroissante.
De plus on a I,, > 0 pour tout n donc la suite (I,,) est minorée par 0. Elle est donc convergente.

n

d 1
3) a) On pose x = tant. Alors t = Arctanx donc dt = 71:, et donc I, = / — dx.
1+5L‘2 0 1+.T2
b) Pour tout z € [0,1], on a 1 < 1+ 2? < 2, donc % < 1—1;—952 < z™, et donc

1 1 n 1
7/ z"dr < / 72dx < / z"dx.
2 Jo 0o 1+z 0

1 zntl 1 1
Or / 2"dx = = , donc on obtient I’encadrement
0 n+1f, n+1

1 1
s S < -
2(n+1) n+1

1
Or lim = 0, donc par le théoreme des gendarmes lim I, = 0.
n—+oon + 1 n——+oo

4) a) Soit n € N. On a

v n+1l

1 n 1 n-+2 1 . n n+2 1 . n 2 1 nt+171
x x "+ x x™(1+ x?) / x 1
In+1I 0= d ——dr = — dr= T dr = n oy —
tnse /O +/0 11222 /0 1122 & /0 1122 7 T T e

1+ 22 o
1 1 In2
b) Ona10+12:1dOHCIQZE—17€tI].+13:*dODCI?,:*—ni.
4 2 2 2
1
D’autre part, en passant a la limite dans 1’égalité I,, + I,, 42 = et on obtient L + L =0, d’ou L = 0.
n

1 9 . xn+1 .
"(z) = — =, "(z) = 2™, v(z) = ). On obtient

5) a) On integre par parties (u(z) = T3z v e v o

A Y S 1 2 [l gnt?
I, = + / de = + / dz.
n+11+22], n+1/)y (1+22)? 2(n+1) n+1 /), (14 22)2

n+2 n+2
b) Pour tout z € [0,1], on a 1 < (1 + 22)? < 4, donc < < 2" 2 et donc
I S+

1 mn+2 1 xn+2 1
/ dr < / 722dx < / x"*zd;ﬂ,
o 4 o (1+22) 0

soit
1 </1 " t2 dp < L
S MRS .
4n+3) " Jo (1+2?)? n+3
1 xn+2

= 0, donc par le théoreme des gendarmes nll}I_iI_loo | mdm =0.

1
Or lim
n—+oon + 3



c) Pour tout n € N on a

I n N n /1 12 p
nl, = .
2(n+1) n+1 ), (14+22)?

Or li " LI 20 _ 9 done d'apres la question précédente
—_— = — € 1m = onc apres 1011 pPr 11
: nﬁlr}rloo 2(n+1) 2 no+toon + 1 p qu P
1
lim nl, = -.
pp 2

6) a) Pour tout k € {0,...,n} on a = Isp19 + I Par conséquent

1
2k + 1

n 1 k n
Z 2(k —|—) 1 Z(_l)ku%ﬁ + L) =I+lo—Ih— o+ Is+ 1y — ..+ (=1)"Tans2 + (=1)" 12y = o + (=1)" L2n2.
= k=0

k=0
. . . T
b) On a vu que nggloo I, = 0 donc ngrfoo Isp 12 =0 et donc ngrfoo S, =1y = 1
1
c¢) Pour tout k € {1,...,n} on a 7w Iok41 + Iog—1. Par conséquent
" (1)

= Z(_l)k+1(12k+l+12k:—l) =L+ L—Is— I+ I+ I5—. . A (=1)" T D1 +(—1)" Ly = [4+(=1)"T Iopiq.

2k
k=1 k=1
. . . , In2
Or lim [, =0donc lim Is,4+1 =0etdonc lim S;, =1 =—.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo 2

EXERCICE 2

1) On trouve :
ur =15 ; vy =173 ; us =162 ; vo = 1,67 ; ug~1,64 ; vy~ 1,66.

On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante, que la suite (v,) est décroissante et que v,, — u, tend vers 0,
autrement dit que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.

2) a) Soit n € N. On a :

2 2 2 2 2 2
(up +v,)° UV, + 05, CUp F2upvp tup vn — Uy

2 2 _
Up+1 = Upg1 = Un4+1Un — 4 = 5 1 = 1

. ) 3
Montrons maintenant par récurrence que v2 — u2 = — pour tout n € N.

4n
3
Onav%—u3=3=4—0.
Soi S 5018 2 2 _ 3 Alors
oit n € N. Supposons que Up — Un = - Alors
02—l _U%_U%_ 3
n+1 n+1l — 4 Togntle

La récurrence est achevée.

b) Par récurrence immédiate on montre que les deux suites sont & valeurs positives.

3 . .-
Pour tout n € Non a U,% — u% = e > 0, donc vfl = u% et donc v,, > u, puisque u,, et v, sont positifs.
c) Soit n € N. On a
Up + Up Up — Un
un-i—l_un:T_un:T/o
donc la suite (u,,) est croissante, et
2 2
9 2 _ UpUy Uy 9 UnpUp — U7 Up(Up —vp) 0
Up+1 = Up = Un41Up — Uy = 5 v, = 5 = 2 <

donc v2,, < v? et donc v,t1 < vy, : la suite (v,,) est décroissante.
n+1 n +

d) Soit n € N. On a
0< v2 —u? 3 < 3
X Un —Up = = X
Up +up 4w, +v,) 247




car Uy + v, = 2u, = 2ug = 2. Par conséquent, d’apres le théoreme des gendarmes, v,, — u,, tend vers 0.

De plus (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante, donc les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes. Elles convergent donc
vers la méme limite.

e) Pour tout n € N on a u, < ¢ < v,. Il suffit de calculer les termes des deux suites jusqu’a ce que leur écart soit
inférieur & 1073, On trouve que us ~ 1,6534 et que vs =~ 1,6543 donc une valeur approchée de £ 4 10~2 pres est 1,654.

3) a) On raisonne par récurrence.

P 1 0 d .0 0 . 6 sinf
ourn=1: = cos = donc p; sin — = €os = sin = =
P 2 Prsion 2" T g
sin 6 .0 sin 6
et montrons que py,418In —— =

0 0
car sinf = 2sin 50085 (formule de duplication).

Soit n € N*. Supposons que p,, sin

27 = on 2n+1 2n+1 .
.0 .
Onapyy1sin — on = pp COS — 2n+1 W Or sin o = 2sin —— gn il cos i (formule de duplication) donc p;, 41 sin —— il —
1 ) 1siné sin @
QPr S = 9T T gnrt

.. . .0 sin 0
Ainsi, d’apres le théoréeme de récurrence, on a bien p,, sin — =
9 9 2n 2n

pour tout n € N*.

b) Si # = 0 alors p,, = 1 pour tout n € N* et donc p,, tend vers 1. Supposons 6§ # 0. On peut écrire

0 2m 0 sin 2
2" sin — = 60— sin — =0 2m "2 g
2n 0 2n 2%
9 .
car lim — =0et lim S 1.
n——+oo 2N z—0 I
0
Si n est assez grand on a sin on = (0 donc
B sinf  n400 SING

Pn = 2" sin % 0

4) a) On raisonne par récurrence.
0 T T
Pourn:00na4Hcosgl2k *4cos§ =2=1g et vocosgzo =1=uyg.
k=0
Soit n € N. Supposons que v, = 4 H CcoS —— 3 Qk et u,, = v, cos 3—2 Alors :
k=0
T ] T
_tunton _ P 30m _ ”( +C083.2n) _ >
1 =Ty T 2 - 2 — 0% g ont
1+ cos(2z
en utilisant la formule cos® z = %(), donc
n+1

Vs
Unt1 = /Unt10n = 4/ 02 cos? ol = UnCOS ooy 2n+1 =4 H cos goF

. , . T

On voit alors qu’on a aussi Upy1 = VUpy1 COS Tgnil-
n
T T
D’apres le théoreme de récurrence on a donc bien v, = 4 H CcOS —— 5ok et u, = v, cos — 3om pour tout n € N.
k=0 ’
sinZT  3v3
b) D’apres 3)b) le produit cos — tend vers 3 = 2Y%
) D'aprés 3)b) le p kHl 3.2 z o

Par conséquent

3v3
Un —40087 Hco 37;’9 noteo i
T



