Corrigé DS6

Exercice 1 : Chute d’arbres
II.A. — Chute d’un arbre mort

Q1 Le btcheron est fixe dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Il est soumis 4 son poids mg, a
la réaction Ry du sol et a la tension du céble.

F estlaforce exercée par le cable sur I'arbre. D’apres le principe des actions réciproques, I'arbre exerce
sur I'extrémité gauche du cable la force —F. La cable est sans masse et tendu. Sil'on suppose qu'’il est
inextensible alors la tension F se conserve tout le long du cable. On en déduit que le cable exerce sur
le btcheron la force — F.

Par application du principe fondamental de la dynamique au bticheron dans le référentiel terrestre :

—

V=mg+No+T5-F

On projette cette équation sur iy et &y :

0=To—-Fcosa
— T2=Fcosa‘ et ‘Ngzmg—Fsina‘

0=N;-mg+Fsina

D’apres la premiere loi de Coulomb, la condition de non-glissement du bticheron s’écrit :

— — X fmg
T2l < fIIN2|| &< F|cosa+ fsina)< fmg < | F, =
I1T20l < fIN:I ( f )< fmg mex = o+ fema

W2 On applique également le principe fondamental de la dynamique a I'arbre, supposé fixe, dans le
référentiel terrestre galiléen, projeté sur @iy et &y :

0=Ty+Fcosa
— TI:—Fcosa‘ et ‘NI:Mg+Fsina

0=N;-Mg-Fsina

La condition de non-glissement de I'arbre s’écrit :

fMg

I < fINl &= F< ———F—
cosa— fsina

fmg __ fMg
cosa+ fsina cosa-— fsina’

On reconnait que Fyax =

Cela signifie que le bticheron glisse avant 'arbre si la tension F devient trop importante. Par con-
séquent, tant que 0 < F < Fpay, il n'y a pas de glissement possible en O.

Q3 Le poids s’applique au centre d'inertie G de I'arbre, qui se trouve a une distance a de I'axe (O, @iy ) :

5y [Ty =]

Q4 On applique le théoreme du moment cinétique a I'arbre, par rapport a I'axe (O, y), dans le
référentiel terrestre galiléen, dans la situation d’équilibre :

rg=(0GAME) -y =

. H_ N
(—aux + Euy) A(-Mgiiz)

0=Tg+Tp+.4y(T7)+.4ty (N7 )

Ici, My (ﬁ) = 0 car le support de Tl) coupe l'axe (O, ﬁy]. Larbre entre en rotation quand la réaction

ﬁl s'annule, c’est-a-dire quand .4y, (ﬁl) = 0. La valeur minimale de I'g permettant a I’arbre de pivoter

autour de I'axe (O, @1y ) est .

U5 On calculele momentI'g :
I'p= (O—C) A ?) Uy = [z¢cliz A (Fcosaliy — Fsinaliz)] - Uy = zcFcosa
Laltitude z; = £sina. On en déduit I'expression du moment de la force F:

. {F
I'p=+¢Fcosasina = 731n(2a)

. R ) 7
Le moment est maximal, pour une force F et une longueur de cable donnée, lorsque | @ = 2t

0 6 On a montré a la question précédente que I'p = ¢Fcosasina. Dans le cas ou
F = Fhax :
m .
I'p= [f—g' cosasina
cosa+ fsina

En divisant au numérateur et au dénominateur par f cosasina, on obtient I’expression attendue :

mg/t
1 1
fsina cosa

I'p=

Le moment est maximal lorsque ¢ (@) est minimale.



(P/ (am) =

cosam,

SN &m =0 < tan®

0= ——
fsina,

Lorsque f =1,

cos2ay,

1
Am=— <

am = arctan[f_1/3)

2
Os=p= arctan(ﬁa)

T
am, =arctan (1) = Z R

Q7 On détermine numériquement Fiax, en supposant qu'on a choisi @ = am = § :

102 x 10!

Finax = T

La longueur de corde nécessaire pour initier la rotation de I'arbre vérifie :

=7x 102N

rp="8" _ Mea e 0= ¢ M2
B b @ 8 "
On effectue 'application numérique :
’ 103 x 0,5 2314
= —— X =~ m
102

La force Fnax est équivalente au poids d'une masse d’environ 70 kg. Les deux valeurs obtenues per-
mettent d’envisager qu'un biicheron en bonne forme physique puisse, seul, abattre un arbre mort
d’environ une tonne en utilisant un cable.

1 8 On note O¢ la position angulaire du centre d’inertie G de I'arbre et zg son altitude (voir schéma
ci-apres). Lénergie potentielle de pesanteur de 'arbre vaut :

Ep=Mgzg=MgOGcosfg = MgOGceos (6 - f)
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H 2
avec OG = (E +a? etl'angle B qui vérifie tan § = Ea.

HY? 2a
Ep=Mg\/|—| +a°cos|f—arctan|—
2 H

Si le bacheron opére de maniére quasi-statique, il peut lacher le cable des que I'g > 0, c’est-a-dire des
que 6 > 0 ou encore 6 > S.

. L. . . , L 2a .
On détermine numériquement cet angle, en degrés, en faisant 'approximation 65 = T (en radians,

2a
car —<1):
H

mesures expérimentales, il faut choisir .

Le minimum de T'; est atteint lorsque :

a0

ary 0<:>1*()(i 100m):0<:> —200

Le moment minimal vaut alors :

ar
I =TrOm)= TO

Numériquement, avec Iy = —9 x 103 N.m, obtient :
Om=4° et T,=-16,2x103N.m

Ces valeurs sont compatibles avec les résultats expérimentaux.

1 10 Soumis a I'action du vent, I'arbre subit un moment total égal I'o¢ = 'y + 'y (on néglige I'action
du poids). On représente ci-dessous I'allure de I'io( (8), dans trois cas de figure.

1—‘tot rtot 1—‘tDt
A
90 o 91 92
N 6. ¢ .
0, 0
casl:0<p<l1 cas2:1<p<l1,8 cas3:p>1,8

En premier lieu on note que quelle que soit la valeur de p, I'yo¢ (0) > 0 (car I'; (0) = 0).

La position 8 = 0 n’est jamais une position d’équilibre.




e Danslecas 1: 0< p <1, T (07) <0. Deés que l'arbre quitte la position 6 = 0, le moment
résultant 'y ramene.

Pour 0 < p <1, I'arbre peut rester au voisinage de 6 = 0.

Toujours dans le cas 1, on reconnait qu’il existe une position d’équilibre ailleurs qu'en 6 =0
(notée 02). On étudie sa stabilité. Pour cela, on considére un petit déplacement 66 (avec
|66| < 62) autour de la position d’équilibre.

* sidf >0, Tiot (02 +60) >0,
® 5iff <0, Tiot (02 +60)<0.

Dans les deux cas, sil’arbre quitte la position d’équilibre 62, le moment résultant I'en éloigne.

La position d’équilibre 6, est instable.

e Danslecas2:1< p<1,8correspond a |T'g| <T'y < |T'jyl. Il existe deux positions d’équilibre,
notées 01 et 0,. Par des raisonnements analogues a ceux du cas précédent, on montre que :

La position d’équilibre 07 est stable et 62 est instable.

Bien que la position 0 soit stable, il n’est pas certain que l'arbre résiste au vent car si, sous
I'effet d'une rafale, I'arbre s’incline au-dela de 05, il chutera.

e Danslecas3: p>1,8, T'ypt >0 pour toute valeur de 6.

‘ Si le vent souffle suffisamment fort, I’arbre chute nécessairement.

U 11 On applique le théoreme du moment cinétique a I'arbre dans le référentiel terrestre supposé
galiléen, par rapport a l'axe (O, ) :

JO=T,+T,=T,+T 1+46 —562
=1y r=1tv 0 Hc 9%

On multiplie les deux membres par 6 et on intégre entre ¢ = 0 et une date ¢ quelconque :

ro r, 6 6%
f]@@dt:fe I'y+Tg|l1+4—-5—||dt
0 0 0c 6%
Avec les conditions initiales 6 (0) = 0 et § (0) = 0, 'intégrale aboutit  :
1 ., 6> 563 0 562
=J0°=T,0+To|0+2——-=—|=Tpl0 |p-1-2—+-—
/=t 0( 6 3g2)100|” 0c 3062

5
On obtient la forme attendue, avec| P(u) =p—-1-2u+ A u? |

Larbre sera déraciné si 0 ne s’annule jamais, c’est-a-dire si le trinbme P (1) ne change jamais de signe.
Celarevient a dire que son discriminant est strictement négatif.

5
A<0<=>4—4><§><[p—1)<0

8
Apres simplification, on obtient la condition: | p > p. = 5= 1,6

Q12 On cherche la premiére valeur de 6 pour laquelle § s’annule.
1 5 5 2
Pu)=0 < 5—2u+§u =0 < 1-6u+5u“=0

Le discriminant vaut A =36 —20 = 16 > 0. Le trindbme admet deux racines réelles :

6-4 1 6+4
uy=—=-=- et uzz—:l
10 5 10
, ) . (6c Oc o
Le mouvement de I'arbre est borné entre 8 = 0 et § = min 3,90 :?zz .

En réalité, le mouvement de I'arbre est amorti par I'existence de frottements. On estdanslecas1 < p <
1,8 donc il existe une position d’équilibre stable, notée 6,, dans laquelle I’arbre demeurera immobile,
une fois son mouvement transitoire d’oscillations amorties achevé.

Exercice 2 : Equilibre et stabilité de 'atmosphere

1. a 4. Voir cours.

5. | H=28,0km | Cette valeur permet d’obtenir un ordre de grandeur de I'épaisseur de 'atmosphere,
environ quelques dizaines de kilomeétres. On peut assimiler 'atmosphere terrestre a une couche trés
fine comparée 2 son rayon Ry ~ 6,4 103 km.

6. On dérive la relation P(z)! ™Y T'(z)? = Cste par rapporta z :

T(z)dP _dT)

Podz Taz)°

(1—y)P(z)*7T(z)Yf1—P +yP(z)1*YT(z)Y*13—T =0 = P@' T a-y
Z V4

On exprime le gradient de pression a I'aide de la loi fondamentale de la statique des fluides et de la loi
des gaz parfaits (comme vu a la question 1) :

[ @ __Pl@rMg T(z)dP Mg
Az~ P87 TR P@dz R
On peut alors conclure :
—a-pME _r 0 e |T,= 11 M8
R Y R

Astuce : Pour calculer la premiére dérivée il est avantageux de passer d’abord au logarithme :
P(2)' Y T(2)" = Cste = In (P(z)l_y T(z)y) = Cste

<~ (1-y)InP(2) +yInT(z) = Cste

1-ydP y dT
— —_— =
d/dz P(z) dz T(z) dz




7.1T4=9,7K-km™! | Cette valeur est plus élevée que celle mesurée dans la troposphere terrestre, de

l'ordre de 6,5K-km™!. Le modele adiabatique réversible conduit 2 une surévaluation du gradient de
température, il faut donc prendre ce modele avec précaution pour décrire la troposphere terrestre.

8. Dans le modele utilisé le gradient de température est uniforme car y, R, M et g sont supposées
indépendantes de l'altitude. On détermine le champ de température en intégrant avec la condition

limite T(z=0)=Tp:| T(2) =Ty T4z |
9. On intégrale la loi fondamentale de la statique des fluides dans le modele adiabatique réversible :
dp P(z)Mg fP(Z) dP Mg (% dz
e ————— —_— = — —_—
dz R(Top-Tga2) Py, P R Jo To-Tguz
P M To-T
In —(Z) = a4 In 20— aZ
Py RT, To

N
RT
= P(z):PO(l——az) ¢

To

10. La partie la plus dense de 'atmospheére a une épaisseur de 'ordre de quelques dizaines de kilo-
metres. Or la valeur du gradient de température adiabatique réversible conduirait dans ce modéle a
une température de I'air égale au zéro absolu a une altitude d’environ trente kilometres. On voit que
ce modele n’est pas réaliste pour décrire toute 'atmosphere.

11. Pour un équilibre isotherme et on a vu précédemment que pour un équilibre adiabatique

réversible| '=T, = 9,7K~km_1 ‘

12. On peut imaginer qu’'a la suite de son déplacement la pression de la particule de fluide est égale a
celle de 'air environnant tandis que sa température ne 1'est pas car un équilibre mécanique s’établit
généralement beaucoup plus vite qu'un équilibre thermique.

13. La particule de fluide est soumise :
¢ ason poids P= —pp(2)6V, (D)l ;
* ala poussée d’Archimede exercée par I'air environnant I1 = —p(2)8 Vo (2) gilz.

Notons que 'on fait I'approximation que la viscosité de I'air est négligeable (ce qui est une hypothese
raisonnable pour un gaz). La résultante des forces extérieures s’écrit donc :

’ E=6Vy(2) (p(2) - pp(2)) gilz

14. On applique le principe fondamental de la dynamique a la particule de fluide, située a l'altitude
z = zg + 0z, dans le référentiel terrestre supposé galiléen. La masse de la particule de fluide 6m =
pp(z0 +062)0 V) (20 + 0 z) est en fait indépendante de I'altitude car le systeme est supposé fermé.

2
ma=F < pp(20 +62)6Vp (2o +6z)%iiz =6Vy(20+62) (p(20+62) — pplzo +62)) gilz

On projette sur i et on simplifie :

d?(62) _( _ polzo +6z))
a2 p(z0+82)

En utilisant la loi des gaz parfaits et 1'égalité des pressions de la particule de fluide et de I'air environ-
nant on obtient que

pplz0+02) 3 T(zo+02z)

plzo+062) Tp(29 +62)

On effectue ensuite un développement au premier ordre des températures :
dT
T(zg+062z) = T(zg9) + 5zd— =T(z9)—T(z9)0z
z
dr,
Tp(z0+62) = Tp(z0) + 4z (20)0z

On continue en rapellant que d’aprés I'énoncé Tp(z9) = T(zg). Puisque I'évolution de la particule de
fluide est adiabatique réversible et qu’elle est a tout instant en équilibre mécanique avec I'air environ-

P , N . dT;
nant on peut écrire (comme on 'a vu a la question 6) que d—zp (z9) = —T'q(2zp) et donc:

T(zg +062) -

B T(z0) —T(z0)6z _ (I'(z0) —T'a(20))6z _ I'(z0) —I'a(20)
Tp (29 +062) B

1— = ~ 0z
T(z0) —T4(z0)6z  T(zg)—Tqalz9)dz T(zo)

En revenant au PFD on obtient finalement

d?(62) _ T(z0) —Talz0) d*(62)  Talzg)-T(z0) .
= 0zg — + g6z=0
dr? T(zp) dr? T(zg)

_ Talzp) —T'(29)
= —To gl

15. Latmospheére est stable a condition que x > 0, autrement dit| I'(zg) <T'4(zg) |

16. Pour une atmosphere isotherme I' =0 <T',; ¥z : elle est stable.

Par identification on écrit | x

17. Les nuages se produisent lorsque la vapeur d’eau contenue dans une particule d’air se liquéfie.
Dans une atmosphere stable les particules de fluide oscillent autour de leur altitude d’équilibre, on
peut donc s’attendre a avoir des nuages de faible épaisseur. A I'inserve dans une atmospheére instable
les particules de fluide tendent a s’éloigner de leur altitude d’équilibre, on risque d’observer des nuages
d’épaisseur importante.

Exercice 3 : Fonctionnement d'un compresseur

1. Lorsque l'on tire le piston pour la premiére fois, le gaz qui occupait initialement le volume Vj de
I'enceinte D a la pression Py sé détend pour occuper le volume Vj + Vi a la pression Pgj = Pq;1.
Comme la température et la quantité de matiere se conservent, on peut écrire :

Vo

PoVpy =P, Vo+ V) < | Pr1=——"""P
o Vo = Pr1 (Vo + V) R,1 VO+VM0

On écrit la loi des gaz parfait dans le réservoir dont le volume est Wy :

PoVoVm

_ PriVu B
RTy(Vo + VM)

n
R1= —pro

nR,1




2. La quantité de matiere initiale dans I'enceinte G vaut :

PyVy
Ngo=——r
807 RT0

Apres avoir repoussé le piston, la quantité de matiere devient égale a ng g+ ng 1. La pression vaut alors :

(ng,0 + ng,1)RTy

Pn1=
R,1 Yo

Pr1 =Py

1%
1+_M)
Vo +

3. On reprend le raisonnement de la question 1. Lorsque I'on tire le piston pour la N-iéme fois, le gaz
qui occupait initialement le volume Vj de I'enceinte D a la pression Pg4 )y sé détend pour occuper le
volume Vj + Vi ala pression Py +1. Comme la température et la quantité de matiére se conservent,
on peut écrire :

Vo
PanVo=Pan+1(Vo+ W) < | PaN+1 = ~Pan
0+ VM
Par récurrence, on montre immédiatement que :
Pay=[—22 )N P
AN o+ ) O
4. Par conservation de la quantité de matiere en gaz:
Ng N+ 1, Ng o+ 7, 2Po Vo 2PoVo n
= = n. = —_—
g, N+ 1d,N = Tlg,0 + 74,0 RT, g N RT, d,N
On applique la loi de gaz parfait dans I'enceinte D apres N aller-retours :
( Vo )N PoVp
MN=|o0—| —
SNZ\Vo+rv) RTo
On aboutit finalement a :
( Vo )N Py
ngn=2-|——| |5
’ Vo+ VM RTy
On applique la loi de gaz parfait dans I'enceinte G apres N aller-retours :
ng NRTo o \V
PyN=—FT— Pyn=]2- (— Py
V0 VO + W

5. Dans la limite N — oo, | Pg Ny — 2Pg ‘ et ’ Pyn—0 ‘ On pouvait s’y attendre car aprés un nombre

infini d’aller-retours, on vide totalement I'’enceinte D pour remplir I'enceinte G. Dans cette derniére, la
quantité de matiere a alors doublé par rapport a I’état initial, donc la pression aussi car le volume et la
température sont stationnaires.

6. Le clapet anti-retour qui sépare le réservoir de 'enceinte D ne s'ouvre que si la pression dans le
réservoir devient inférieure a celle dans I'enceinte D. Il finit par ne plus s’ouvrir lorsque Pg n+1 = Pq,n
méme lorsque le piston est tiré au maximum (Vg = V).

Le clapet anti-retour qui sépare le réservoir de 'enceinte G ne s'ouvre que si la pression dans le réser-
voir devient supérieure a celle dans I'enceinte G. Il finit par ne plus s’ouvrir lorsque Pp y+1 = Pg N
méme lorsque le piston est poussé au maximum (Vg = Viy).

Notons respectivement g oo, 14,00 €t 1R oo 1€ valeurs finales de la quantité de matiere dans I'enceinte
G, I'enceinte D et le réservoir. Elles vérifient les relations suivantes :

NR,00

W

NR,c0 _

Vi

ng,oo + 4,00 + NR,0c0 =

4,00
Vo

Tg,00

W

(clapet de droite ne s’ouvre plus)

(clapet de gauche ne s’ouvre plus)

2Py Vp
RTy

La résolution de ce systéme aboutit a :

Une derniere loi des gaz parfaits dans 'enceinte G permet de calculer la pression maximale :

_2PyVp

1

(conservation de la matiere)

Ngco =

RTp 1+3p+

Vm
VM

p _ 2Pg
800 — Vi
1+ 7‘(‘)‘ +

Vm

VM




