Correction du DNS 27

Partie I

™

1) On a Wy :/2 ldz = g et Wy :/2 sin(x)dx = [—cosx]og =1
0 0

2) En effectuant le changement de variable z = /2 — y on obtient
0 /2
W, = —/ sin™(7/2 — y)dy = / cos™ (y)dy
/2 0
car sin(m/2 — y) = cosy pour tout y € R.

3) Soit n € N. On a

Woy1 — Wy, = /2 sin ™! (x)dx — /2 sin"(z)dzr = /2 (sin" () — sin"(2))dx = /2 sin”(z)(sinz — 1)dz.
0 0 0 0

Or pour tout z € [0, 5] on a sin"(z) > 0 et sinz — 1 < 0 donc Wy, 41 — W, <0. La suite (W,,) est décroissante.

4) Ona W, yo = /2 sin" "2 (z)dx = / sin"*(z) sin(z) dz.
0 0

[NE]

On intégre par parties. Posons u(z) = sin "' (z) et v(z) = — cosz pour tout = € [0, Z]. Les fonctions u et v sont de
classe C!, /() = (n + 1) sin™(z) cosz) et v'(z) = sina pour tout z € [0, 5]. On a donc

s % 2
W2 = [—sin" T (z) cos x]oz +(n+1) / sin”(z) cos® xdx = (n + 1) / sin”(z) cos® zdz.
0 0

2

Or cos?z = 1 — sin® x pour tout « € R, donc

™ ™

Wita = (n+1) /05 (sin”(z) — sin"*?(2)) dz = (n+1) /5 sin"(:c)dz—(n—l—l)/ sin" "2 (x)dz = (n+1)W,—(n+1)W, 2.

[NE]

0 0
4 N n+1
Par conséquent (n + 2)W,, 40 = (n+ 1)W,, d'ott W19 = Ve
n
5) Montrons par récurrence les formules demandées. Pour p = 0, ce sont les résultats de la question a).
. (2p)! (2vp!)?
Soit p € N. Supposons que W, = 22 5 et que Wap 1 = W

La relation de la question précédente donne

W _2p+1 _ @p+1)t o 2p+DICp+2)m . (2p+2)! 7
T op 42 P T (20ph)22(p+1) 2 (20p)222(p+ 1)22  (20Fi(p+ 1)1)2 2
et
Wo . 22 _ 2+ 1)) 22(p41)2@p)? 2P (p+1))?
T op 3T T 2p+1)1(2p+3)  (2p+ 120 +2)(2p+3) (2p+3)!

Le théoreme de récurrence permet de conclure.

6) La suite (W,,) est décroissante, donc, pour tout n > 0, on a Wy, > W11 > W10,

W, W,
En divisant par W, (qui est non nul d’apres la question précédente) on obtient 1 > V;}H > V?/H'
n n
W, 1 1 W,
Or —2+2 — nt d’apres la question 4 et lim ntl_ 1 donc, par le théoréeme des gendarmes, lim ntl .
W, n -+ 2 n—+oon + 2 n—+oo W,
7) Montrons par récurrence que (n + 1)W, W, 11 = g pour tout n € N.
Au rang initial (n = 0), on a 1W W, = g d’apres la question 1.
Soit n € N. Supposons que (n+ 1)W, W, 41 = g Alors
n+1 T
(n + 2)Wn+1Wn+2 = (n + 2)Wn+1mWn = (TL + 1)Wan+1 = 5

T
Par le théoréeme de récurrence on a donc bien (n + 1)W, W, 11 = 5 pour tout n € N.



8) On a (n+ 1)W, Wiyt ~ nW2 dapres 4)e), donc W2 ~ % dolt Wy, ~ /%.

9) D’apres la question 5

Wo — (2n)! « Cv2n(2n)*me=2" T
T (2rp)22 T (20Cy/mnte )2 2 Cven
Or d’apres la question 8, on a aussi W, ~ 4i
n

Par conséquent C' = /27 et donc n! ~ v/2mnne~™ lorsque n tend vers +oo (formule de Stirling).

Partie II
1) a) Posons ¢t = y/nsinz. Alors dt = \/ncoszdz et

/2 /2 /2
I, = / (1 —sin?2)"/ncosz dx = \/E/ (cos? 2)" cosx dx = \/ﬁ/ (cosz)*" T dr = /n Wapy1.
0 0 0

On pouvait aussi poser t = y/n cos .

b) En utilisant I’équivalent donné dans 1’énoncé :
i Tn= lim VnWoner = lim Vi [mm = T Vg on = o

vn
2 P t= t . Alors dt = dz et
) a) Posons vntanz. Alors ozg 0 e

/4 \/7’7, w/4 1 —-n 1 /4 /4
Ip = / (1+tan®z)™" dr = \/ﬁ/ ( ) dx = \/ﬁ/ (cos® x)" ' dx = \/ﬁ/ (cos z)*" 2 du.
0 0 0 0

cos? x cos? x cos? x

“l%

b) La fonction cosinus est décroissante sur [r/4,7/2], donc pour tout = € [7/4,7/2] on a 0 < cosz <

Par conséquent, pour tout n € N*, on a

/2 /2 D) "
0</ cos”xdmg/ £ dxzz
/4 w/4 2 4

c) Par la relation de Chasles on a
/4 /2

W, = cos" xdx + / cos" x dx.
0 /4

Or, lorsque n tend vers +oo, on a W, ~ 21 donc d’apres b), la deuxieme intégrale est négligeable devant W, et
\ 2n
donc

/4
W, ~ / cos" x dx.
0

Ainsi

/4
Jn:\/ﬁ/o (COS.’L‘)Qn_Qde‘N\/ﬁWQn72Nﬁ1/4n712 N\/ﬁ;/\/ﬂ% - g

3) a) Le plus simple est de dire que la fonction = — In(1 + z) est concave sur | — 1, +oo[ (sa dérivée seconde est
négative) donc sa courbe est en-dessous de sa tangente & l'origine qui a pour équation y = x. On peut aussi étudier la
fonction z — In(1 + z) — z. On peut également appliquer I'inégalité des accroissements finis a ¢ — In(1 + ¢) sur [0, z].
On peut enfin utiliser des intégrales :

< 1 donce pour tout ¢ € [0, +oo[ on a

[
o 1+t 0

1
— Pour tout ¢ € [0, +o00[ on a
1+t

qui donne In(1 + z) < z.



1
— Pour tout t €] —1,0] on a 1 > 1 donc pour tout x € | —1,0] on a

T dt 0 dt 0 x
== —g—/dt:/ dt
o 1+t s 1+t = 0

b) Soit n € N*. Alors pour tout ¢ € [0, y/n [, d’apres le a),

(1 B t2>n _ en1n<1—%) o en(—%> _

n

qui donne In(1 + z) < z.

qui est valable aussi en /n, et pour tout ¢ € [0, /n] :

2 2
B _ (i) | o(6)
(1+> Y N
n
¢) En intégrant 'encadrement précédent entre 0 et \/n on obtient

\/ﬁ 2
I, g/ eV dt < Jy,
0
donc d’apres les questions 1)b) et 1)c) et le théoreme des gendarmes on a

vn
lim e dt = ﬁ
n—-+4oo 0 2



