Chapitre 5

PRIMITIVES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

I Calcul de primitives
1 Définition

Définition 1 Soit f : I — C une fonction continue sur I. On appelle primitive de f sur I toute fonction F': I — C
dérivable sur I telle que F' = f.

Proposition 1 Deux primitives d’une méme fonction différent d’une constante.

Cela signifie que si F; et Fy sont deux primitives de f, alors il existe une constante ¢ € C telle que F; = F5 + c.

Démonstration :
Soient Fy et F» deux primitives de f sur I. Alors F| = F} = f, donc (Fy — F2) = 0, et donc F| — F» est constante sur I. O

2 Théoreme fondamental

Théoréme 2 Soit f: I — C une fonction continue sur I. Soit a € I. La fonction F : I — C définie par :

F(x) = /w ft)de
a
est l'unique primitive de f qui s’annule en a.
Démonstration : Admis pour 'instant. O
Corollaire 3 Toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives.

Remarques :

1) D’apres la proposition 1, il n’y a pas unicité. On ne dira donc pas la primitive de f, mais une primitive de f.

2) On pourra noter / f(t)dt ou /f(m)dx (sans bornes) une primitive générique de f.

Corollaire 4 Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur [a,b]. Soit F une primitive de f sur [a,b]. Alors :

b
[ t@de=Fe) - Flo

que l’on note [F(x)]2.

Démonstration : -
D’apres le théoréme 2, la fonction G définie par G(z) = / f(t)dt est une primitive de f sur [a,b]. La fonction F aussi. Il existe donc une
a

b
constante ¢ € C telle que F = G + ¢. Or G(a) =0, donc F(a) = c. On a ainsi / f@t)dt =G(b) = F(b) —c=F(b) — F(a). O

Exercice 1 Calculer les intégrales suivantes :

b 9 1 e w/4 m/4 4
d d
/ ldx ; / zdz ; / etdt ; =, / coszdr ; / sinzdzr ; / —=.
’ ) ) |z 0 0 1 VT



3 Intégration par parties

Définition 2 Une fonction f : I — C est de classe C! sur I si elle est dérivable sur I et que sa dérivée est continue
sur I.

Cette notion sera revue en détail plus tard.

Proposition 5 Soient u et v deuz fonctions de classe C' sur I. Soient a,b € I. Alors :

Démonstration :

Les intégrales sont bien définies car u et v sont de classe C! donc ' et v’ sont continues sur I. La formule de dérivation d’un produit
(uv)’ = u'v + uv’ permet d’écrire :
b
I

[u(z)v(z)]) = /ab(uv)'(x) dr = /a u'(z)v(z) dz + /ab u(z)v'(z) dx

et le résultat s’ensuit. [

Pour les intégrales indéfinies on a :

/u(w)v’(x) dr = u(z)v(x) — /u’(x)v(m) dx.

L’intégration par parties sert & calculer des intégrales ou des primitives d’un produit.

Exemples :
us

2
1) Soit & calculer I = / xcoszdr. On pose u(z) = z, donc on a v'(x) = 1, et pour avoir v'(x) = cosx on pose

0
v(z) = sinz. Alors u et v sont de classe C* sur [0, 5], et :
s s
2 .5 2
zcosxdr = [rsinz]i — sinx dx
0 0
- fid
= 5- [— cos ]
T
- T 4
2

2) Déterminons une primitive de la fonction In sur |0, +oo[. On va intégrer par parties en écrivant que Inz =1 x Inz.

1
On pose u(r) = Inz, donc on a v/(x) = —, et pour avoir v'(x) = 1 on pose v(z) = x. Alors u et v sont de classe C*
x

/lnxdx = xlnmf/xxldx
T
= xlnx—/ldm

= zlhx —=x

sur ]0, +ool, et :

4 Changement de variable

Proposition 6 Soit f: I — R une fonction continue sur I. Soit ¢ : [, 8] — R une fonction de classe C* sur [, 3]
telle que p([a, B]) C I. Alors :

»(B) B .
[ rwd= [ sy @)
e(c) a
Démonstration :
Soit F' une primitive de f sur I. Alors F o ¢ est dérivable sur [o, 8] et (F o) = (Fop) X ¢ = (fop) x ¢, donc :
B B
[ 1@ = [(Fop) @i

[(Fop)(@)]2
F(e(B) = F(p()

(P55

»(B)
/ f(t)dt. O

(o)



On peut appliquer ce résultat de deux manieres différentes :
b
1) Soit & calculer / ft)dt:
a

a) Poser le changement de variable t = p(z).

b) Exprimer dt en fonction de dz en écrivant comme en physique : ¢ = ¢(z) donc L = ¢/ (z) et dt = ¢'(z) dx.

¢) Changer les bornes : trouver a et S tels que () = a, p(5) = b et p([a, B]) = [a, b].

b B
d) La proposition donne / fit)ydt = / flp(x))¢ (z) dz.

1
Exemple : Soit & calculer / V1 —t2dt. On effectue le changement de variable ¢ = sinz avec z € [0,5]. On a alors
0

dt = cosx dzx, et :

1 E
2
/ V1—t2dt = / V1 —sin® x cos z dx
0 0

/ cos? x dx
0

/g 1 + cos2x
= ——dx
O 2

ol3

B
2) Si on reconnait une intégrale de la forme / flp@)y (z) dz

a) Poser le changement de variable t = p(z).
b) Exprimer dt en fonction de dz : t = ¢(z) donce dt = ¢'(z) dx.
¢) Changer les bornes : a = p(a), b = ¢(B).

B b
d) La proposition donne / flp(x)) (z) dz = / f(t)dt.

1
1
Exemple : Soit a calculer / prp— dx. On effectue le changement de variable y = e®. On a alors dy = e* dx, et
o € +e
on voit que l'on peut faire apparaitre dy dans U'intégrale en multipliant numérateur et dénominateur par e” :

/1 1 d /1 e dx
—_— €T = —_—
o €¥+e " 0 €2 +1

_ / dy
L P+l

= [Arctany|{

T
= Arctane — —.
4

Noter qu’on pouvait aussi exprimer z en fonction de y (x = Iny) pour calculer dz.

On peut également utiliser le changement de variable pour calculer des primitives, mais il faut alors que le changement
de variable soit bijectif car & la fin du calcul il faut revenir & la premiere variable.

Exemple : Déterminons une primitive de x — sur I =] — 1,+o0[. On va poser y = v/ + 1. Alors :

x
vr+1
y=Ver+leyy=x+ler=y>-1,

donc le changement de variable est bien bijectif. On a alors de = 2y dy, donc :



2
T y*—1
de = / 2yd
/\/a?+1 Y v

2y3
= — -2
3 Yy
3
24/ 1
— x; oo 1.
x x+1 1 1

On aurait pu également calculer cette primitive en écrivant

=vx+1-—

\/m+1:\/x+1_\/x+1 Ve +1

intégrant par parties.

5 Exemples de calculs de primitives

e PRIMITIVES USUELLES

Les primitives usuelles se déduisent des dérivées usuelles.

ou en

f(z) / f(z)dx | Intervalle de validité f(z) / f(z)dx | Intervalle de validité
xa+1
o -1 h h
x® (o #£ —1) g 10, +00[ sha chz R
1
- In |z| 10, 400 ou | — 00, 0] chz sha R
x
* * R ! t S+ km, T +k
e e m anx }—5"— 7('75“" 7T[
1
sin x —cosx R —— —cotx km, (k+ 1)«
sin® x
cos T sinx R _ 1 Arcsinz | —1,1]
V1—2? 7
1
tanx —In|cosz| | |-F +km, L +kn[ T2 Arctanz R
Remarques :

1) Souvent, pour déterminer une primitive d’une fonction f, on essaiera de trouver une fonction dont la dérivée est

égale a f a une constante multiplicative pres : il suffira alors de diviser cette fonction par la constante.

Soit par exemple f(z) = (3z —1)*. On sait que la dérivée de z +— (3z —1)5 est x — 5 x (3z —1)* x 3 =15 x 3z —1)4,

(3x —1)°

donc une primitive de f est x — R

’ 2\’
2) 11 f i itre les dérivées de foncti os 1 — = (Inu), wu' = = ), w'e* = (ev)
aut savoir reconnaitre les dérivées de fonctions composées : = (lnw), uu' = , u'e" = (e") ete.
u

Exercice 2 Calculer les intégrales suivantes :

1 z 1 1 V3
dx 2 2 Arctanx x
—_— cos(2x + T) dx /xe“” dx / ———dzr ; / —dxr.
/0 (22 + 1)3 /0 ( +) 0 o 1+a? 0o V1+a?

1

e PRIMITIVES DE x R S
2 +br+ec

Soit le polynéme P(z) = 2% + bx + ¢, olt b, ¢ € R, et soit A son discriminant.

1) Si A > 0, alors P a deux racines réelles distinctes =1 et zg, et P(x) = (z — z1)(x —x2). On cherche alors deux réels

« et § tels que, pour tout x € R :

(x—xz)(x—232) T—21 T—2

1 o
_ a8



ce qui est toujours possible (on 'admet), et il est alors facile d’obtenir une primitive.

1
Une primitive de © — — = est
(x — x0)?

2) Si A = 0, alors P a une racine réelle double xq, et P(z) = (z — x0)%

1

T r— — .
r — X

3) Si A <0, I'idée est d’écrire P(z) sous forme canonique (x — p)? + ¢2, de mettre ¢* en facteur, puis de se ramener a

une primitive de 5 a l'aide d’un changement de variable.

14y

Exercice 3 Calculer :

/ dx _ dx _ dx
22 —5x+6 " x2+4x+4 224+zx+1

e PRIMITIVES DE z — €% cos(bz) ET DE z — e sin(bx)
Il y a deux méthodes possibles :
1) On peut chercher une primitive de x — e(@+®)? et prendre la partie réelle ou la partie imaginaire.

2) On peut intégrer deux fois par parties.

Exercice 4 Calculer /63”” cos(2x)dx et /63”” sin(2z)dz.

II Equations différentielles linéaires du premier ordre
1 Définition
Définition 3 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de la forme

(B) : a(2)y +b(z)y = c(a),
ot a, b et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans C.

Résoudre ou intégrer (E) sur I, c’est déterminer toutes les fonctions y : I — C dérivables sur I et telles que
a(x)y' (x) + b(z)y(z) = c(x) pour tout x € I. Une telle fonction est appelée solution de (E) sur I.

L’équation (E) est dite homogeéne ou sans second membre si ¢ est la fonction nulle.

Remarques :

1) Le terme linéaire utilisé pour désigner ces équations vient du fait que si y; et yo sont deux solutions de I’équation
homogene (Ey) : a(zx)y’ + b(z)y = 0, alors les combinaisons linéaires a1y; + agyz (ot ag, e € C) le sont aussi. Ce
sera revu plus en détail ultérieurement.

. . i - o b(x) ()
2) Si la fonction a ne s’annule pas sur I, alors ’équation (E) est équivalente & I’équation y’ + a—x)y =

. Dans la

suite de ce paragraphe on étudiera donc les équations de la forme :
y' +a(@)y = bla),
ou a et b sont des fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans C.
2 Résolution de I’équation homogene (Ey) : ¢ +a(x)y =0

Théoréme 7 Les solutions sur I de l’équation différentielle y' + a(x)y =0, ot a : I — C est une fonction continue
sur I, sont les fonctions y : I — C définies par :

y(w) = re A,
ou A est une primitive de a sur I et A € C.

Démonstration :

— Premieére étape : on suppose que a est a valeurs réelles, et on cherche les solutions de (Ep) & valeurs strictement positives.



Soit donc y : I — R une fonction dérivable sur I a valeurs strictement positives. Alors :

Y +ay=0 & oy =-ay

~ LA —a
Y
& (lny) =-a

Or la fonction a est continue sur I, donc elle y admet des primitives. Soit A une telle primitive. Alors :
(lny)) =—-a <& 3JceR,lny=-A+c
& JceR,y=e Ate
& JceR,y=e%e 4
& IAERL, y=re A

Conclusion : les solutions de (Ep) & valeurs strictement positives sont les fonctions y : I — R définies par y(z) = Ae=A@) olt A est une
primitive de a sur I et A\ est un réel strictement positif.

— Deuxieéme étape : on revient au cas général a : I — C et on montre que les fonctions définies par y(z) = e~ A®) | avec cette fois A € C,
sont solutions de (Ejp).

Cest immédiat : pour tout z € T on a y(z) = A(—A'(x))e” 2@ = —Aa(z)e” 4@ = —a(z)y(x), donc ¢/ (x) + a(x)y(z) = 0, et la fonction
y est bien solution de (Ep).

— Troisieme étape : on cherche s’il y a d’autres solutions par la méthode de variation de la constante.

Soit y : I — C une fonction dérivable sur I. On pose ¥ (z) = e~A(®) et on pose y = 21 (ie. z= %) % ne s’annule pas sur I, donc z est
définie et dérivable sur I, et y’' = 2+ + 2z9’. Alors :

2P+ 2 +azp =0
2+ 2y +ayp) =0
——

=0

Y +ay=0

o

2 =0

Z=0

z est constante
JANeEC, z=A

IXNeEC, y= .

te o0

3

Conclusion : les seules solutions de (Ep) sont les fonctions de la forme  — Xe~4®) avec A € C. O

Remarques :

1) Cette formule est & savoir. La premiere étape de la démonstration permet de la retrouver.

2) Si a est a valeurs réelles et que ’on cherche uniquement les solutions a valeurs réelles, il suffit de prendre A € R.

3) Les solutions sont les fonctions proportionnelles & 9 : x +— e~ On dit que 'ensemble des solutions est la droite
vectorielle engendrée par ¢ (cf chapitre sur les espaces vectoriels).

Si la fonction a est constante, les solutions de I’équation ¢’ + ay = 0 sont particulierement simples :

Corollaire 8 Les solutions sur R de l’équation différentielle y' + ay =0 (ot a € C) sont les fonctions y définies sur
R par y(z) = Xe ", ou A € C.

Exercice 5 Résoudre sur R I'équation différentielle (22 + 1)y’ +y = 0. On donnera les solutions & valeurs réelles.

3 Résolution de I’équation avec second membre (F) : 3 + a(z)y = b(x)
e ETUDE THEORIQUE

Théoreme 9 Les solutions sur I de l’équation différentielle (E) : y'+a(x)y = b(x), ot a,b: I — C sont des fonctions
continues sur I, sont les fonctions y : I — C définies par :

y(z) = F(2)i(x) + Mp(),

b
ot Y(z) = e~ A1) quec A une primitive de a sur I, F est une primitive de — sur I, et X € C.

(G

Démonstration :

A

On pose donc ¢ = e~ ol A est une primitive de a sur /. On va & nouveau utiliser la méthode de variation de la constante.



Soit y : I — C une fonction dérivable sur I. Posons y = 21 (i.e. z = %) 1 ne s’annule pas sur I, donc z est définie et dérivable sur I, et

y' = 2/ + z4)’. Alors :

Y +ay=b & 2ZyY+z+azyp=0>
& Y4z +ay) =b
——
=0
& ZY=0b
b
& 2=
P

b
La fonction — est continue sur I, donc elle y admet des primitives. Soit F' I’'une d’elles. Alors :

z’:% & INEC, z=F+2A
& INEC,y=Fy+ 2.0
Remarques :
1) Sia et b sont a valeurs réelles et que 'on ne cherche que les solutions & valeurs réelles, il suffit de prendre A € R.
2) Cette formule n’est pas a savoir. C’est un résultat théorique qui nous dit qu’il y a toujours des solutions et quelle
forme elles ont. On va voir maintenant comment résoudre en pratique une équation de ce type.
Théoreme 10 Si on connait une solution particuliére y de (E), on obtient toutes les solutions de (E) en ajoutant &

11 les solutions de l’équation sans second membre associée ¢ (E).

Démonstration :

y1 est une solution de (E), donc y] + ay1 = b. Soit y une fonction dérivable sur I. Alors :
Y +ay=b & Y +ay=y)+an

(y—m) +aly—y1)=0

y — y1 est solution de (Ep)

e

Jyo solution de (Ep), y = y1 + yo. O

On retiendra :

Solution générale de (E) = solution particuliére de (E) + solution générale de (Ej)

e METHODE PRATIQUE DE RESOLUTION DE (E) : ¢ + a(z)y = b(x)
1) On résout 1'équation sans second membre (Ey) : ¢y’ + a(x)y = 0 (cf théoreme ).

2) On cherche une solution particuliere de (E).

— On regarde s’il y en a une évidente (solution constante par exemple), ou si on est dans un des cas particuliers
ci-dessous (pages 8 et 9).

— Sinon on utilise la méthode de variation de la constante : on choisit une solution ¢ de (Ep) qui ne s’annule
pas, et on cherche une solution de (E) sous la forme y = 21 (comme dans la démonstration du théoréme 9).

3) Le théoréme 10 permet de conclure : on obtient la solution générale de (E) en additionnant la solution trouvée
en 2) et la solution générale de (Ep) trouvée en 1).

e EXEMPLES

Dans les exemples suivants, on cherche les solutions a valeurs réelles.

Exemple 1 : Résoudre (F) : ¢ + xy = z.

1) Résolution de I’équation homogene (Eo) : y' + xy = 0

On a /m dr = x; donc les solutions de (Eo) sont les fonctions définies sur R par y(z) = )\efé, ou X € R.

2) Recherche d’une solution particuliere de (E)

On remarque que la fonction constante x +— 1 est solution de (E).

3) Conclusion
Les solutions de (F) sont les fonctions définies sur R par :
2

y(z) =1+ re 2,
ou A € R.



Exemple 2 : Résoudre (E) : (1 + 2?)y + 2zy = 2.

Pour tout z € R on a 1 4 2 # 0, donc on peut diviser par 1 + z2. L’équation (E) est donc équivalente a ’équation
, 2x z?

YT T T

qui est de la forme y' + a(z)y = b(x).

2x

1) Résolution de 1’équation homogene (Ey) : y' + T Y= 0
x
Ona 20— In(142>) (on reconnait une forme u—l) ete et 11000 es solutions de Péquation
1+a2 " ' u’’ T eln(4e?) T 1 4 g2 it
. o A .
sont les fonctions définies sur R par y(z) = ———, ou A € R.

1+ 22
2) Recherche d’une solution particuliere de (E)

Il n’y a pas ici de solution particuliere évidente. Pour en trouver une on utilise la méthode de variation de la constante.

Posons ¢(z) = 1+1 5 (solution de (Eo) qui ne s’annule pas). Soit y une fonction dérivable sur R. Posons y = z1. Alors
x
y' = 2'¢ + 210/, et pour tout x € R :
’ 2z fL'2 ’ ’ 2z 1‘2
Y@+ @) = T e F @) + @ (@) + o (@)) = o
o Y@ + 20 (V) + (e ) =
14 22 T 1422
=0 (¢ sol. de (Ey))
& @) = 2
T 1422
, 1 . z?
z(2) 14+ 22 14+ 22
& () =2
x> x>
On peut prendre z(z) = 3 Comme on a posé y = 21, on en déduit que la fonction y définie par y(z) = m est une
x

solution particuliere de (E).
3) Conclusion
Les solutions de (F) sont les fonctions définies sur R par :
z3 A
+ )
3(14+22) 1422

y(z) =
ou A € R.

Remarques :

1) Si on a une équation de la forme a(z)y’ + b(x)y = c(z), et que 'on veut diviser par a(x), il faut vérifier que 'on
travaille sur un intervalle ol @ ne s’annule pas. D’autre part, on n’oubliera pas de diviser également le second membre
par a(x).

2) On simplifie au maximum 1’expression des solutions de (Ep) avant de continuer, en particulier quand il y a comme
ici du In dans la primitive.

3) Dans la méthode de variation de la constante, il est inutile de remplacer 1 par sa valeur avant la fin.
4) Une fois qu’on a trouvé z, on n’oublie pas de multiplier par v, car c’est y que 'on cherche.

5) Le résultat final est toujours de la forme y(x) = ...+ ..., et on n’oublie pas de préciser que A € R (ou C).
Exercice 6 Résoudre (F) : zy’ — 2y = x sur I =)0, +o0].
Exercice 7 Résoudre (E) : (chz)y' + (sha)y = 1.
e CAS PARTICULIER : EQUATION A COEFFICIENTS CONSTANTS
Dans le cas ou ’équation est a coefficients constants, i.e. de la forme :
(E) ¥ +ay = b(x),

ou a € C, et pour certains types de seconds membres, on peut utiliser les méthodes suivantes pour déterminer une
solution particuliere de (E).



1) Si le second membre est un polynoéme, on peut chercher une solution polynomiale de méme degré.
Exercice 8 Résoudre (E) : y' — 2y = 2.

2) Si le second membre est de la forme P(z)e®®; ol P est un polyndme de degré n et o € C, on peut chercher
une solution de la forme y(z) = Q(z)e®* avec @ de degré n si @ # —a, de degré n + 1 si « = —a (i.e. si z +— e*® est
solution de ’équation homogene).

Exercice 9 Résoudre (E;) : 3y — 2y = ze® puis (Ey) : ¥ — 2y = we?®.

3) Si a € R et que le second membre est de la forme P(z) coswz ou P(z) sinwz, olt P est un polynéme & coefficients
réels, on commence par chercher une solution particuliere de 'équation y'+ay = P(x)e™? et on en prend la partie réelle
(pour P(z)coswz) ou la partie imaginaire (pour P(z)sinwz). Si P est constant, on peut aussi chercher directement
une solution de la forme « coswz + [ sinwz.

Exercice 10 Résoudre (F) : y' — 2y = sin 3z.

Remarque : Ces techniques ne marchent qu’avec des équations a coefficients constants.

4 Solution satisfaisant a une condition initiale

Définition 4 Soient a,b : I — C des fonctions continues sur I, xo € I et yg € C. On dit que f : R — C est une
solution de 'équation (E) : y' +a(x)y = b(z) satisfaisant d la condition initiale y(z¢) = yo si f est solution de (E)
et que f(zo) = yo.

y' +a(z)y = b(z)

On dit aussi que f est une solution au probleme de Cauchy {
y(x0) = yo

Interprétation graphique (cas réel) : cela revient & demander que la courbe représentative de la solution passe par le
point de coordonnées (zg, yo).

Yy +a(x)y = b(x)

Théoréme 11 I existe une unique solution au probléeme de Cauchy {
y(wo) = Yo

Démonstration :
_ (" _ —A) _[Te) [T At)

Posons, pour tout = € I, A(z) = a(t)dt, P(z) =e et F(z) = o) dt = b(t)e\Mdt.
xq zo zo

b
A et F sont des primitives de a et — respectivement, et elles s’annulent en xg. D’apres le théoréme 9, les solutions de (F) sont les fonctions

de la forme = — F(z)y(z) + Mp(x), ot A € C.

Soit y une telle fonction. Alors y(zo) = F(z0)¥(xo) + M) (xo) = X puisque F(xzo) = 0 et que 1)(xg) = e~ A@0) = €0 =1,
Par conséquent, y(zo) = yo < A = yo. Il y a donc une solution unique au probléme de Cauchy donné. O

(1+ 22y + 22y = 22

y(1)=0 '

Exemple : Résoudre le probleme de Cauchy {

3

On a vu que les solutions de I'équation (1 + 2?)y’ + 2xy = 2 sont définies par y(x) = 3(11 ) + 1 :\;ﬁ avec A € R.
1 A A 1 1
Alors y(1) = = + = s y(l) = == =—-.
ors y(1) 5 2,donc y(1) 0@2 6(:))‘ 3

’ 1 -1
La solution cherchée est donc la fonction définie par y(x) = 3(11 ) — 50+ 22) = 3(301 T

5 Principe de superposition

Proposition 12 Soit l’équation différentielle (E) : y' 4+ a(x)y = by (x) + ba(z), 0t a,by, by : I — C sont continues sur
I. Siyy est solution de (E1) : y' 4+ a(z)y = b1(x) et que ya est solution de (E3) : y +a(x)y = ba(x), alors y1 + ya est
solution de (E).

Démonstration : On a y} + ay1 = b1 et y5 + ay2 = bz, donc (y1 +y2)' +a(yr +y2) = b1 +b2. O

Si on peut trouver facilement des solutions particulieres pour les équations (E7) et (E2), on obtient une solution
particuliere de (E) en les additionnant.

Exercice 11 Résoudre (E) : y' — 2y = 2% + sin 3x.



111 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants

1 Définitions

Définition 5 Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est une équation
différentielle de la forme :

(E) : ay’ + by + cy = f(x),
ot a,b,c € C (avec a #0) et f: I — C est une fonction continue sur I.

Résoudre (E) sur I, c’est déterminer toutes les fonctions y : I — C deuz fois dérivables sur I et telles que ay” (x) +
by’ (x) + cy(x) = f(x) pour tout x € I. Une telle fonction est appelée solution de (E) sur I.

L’équation (E) est dite homogeéne ou sans second membre si [ est la fonction nulle.

L’équation sans second membre associée a (E) est ["équation :

(Eo) : ay’ + by’ +cy =0.

2 Résolution de ’équation homogene (Fy) : ay” + by’ +cy =0
Définition 6 On appelle équation caractéristique de (Ey) l’équation (d’inconnue r € C) :

(e) : ar® +br4+c=0.

Théoréme 13 Soit l’équation différentielle (Ey) : ay” + by +cy =0, ot a,b,c € C avec a # 0. Soient (e) l’équation
caractéristique de (Ey) et A le discriminant de (e).

Si A =0, alors les solutions de (Eqy) sont les fonctions y : R — C définies par
y(x) = (ax + B)e"”,
ot ro est la racine double de (e) et a, € C.

Si A #£ 0, alors les solutions de (Eq) sont les fonctions y : R — C définies par
y(x) = ae™* + e,
ol 1 et ro sont les racines de (e) et a, § € C.

Démonstration :
— Premiére étape : recherche des solutions exponentielles de (Eop)

On a vu que les solutions des équations du premier ordre a coefficients constants étaient des fonctions exponentielles. On peut conjecturer
que c’est également le cas pour les équations du second ordre.

Soit donc r € C et soit la fonction y : R — C définie par y(z) = e"®. y est deux fois dérivable sur R, et pour tout =z € R, y/(z) = re"® et
Yy (z) = r2e"®. Alors :

& Vo eR, ar?e™ 4+ bre™ + e’ =0

o VzeR, (ar?4br+c)e™ =0

& VxGR,ar2+br+c:0

o ar’4+br4+c=0

ay’ +by’ +cy=0

Ainsi, y est solution de (Ep) si et seulement si r est racine de I’équation caractéristique (e). Si A = 0, (e) a une racine (double) 7o, donc
la fonction exponentielle x — €™ est solution de (Ep). Si A # 0, (e) a deux racines distinctes 71 et r2, donc les fonctions exponentielles
z — e"% et z — €27 sont solutions de (Ep).
— Deuxiéme étape : recherche des autres solutions de (Eo)
Soit r une racine de (e). Soit ¥ : z — " une solution exponentielle de (Ep). Elle ne s’annule pas sur R.
Soit y : R — C une fonction deux fois dérivable sur R. Posons y = 29 (i.e. z = %) Alors z est deux fois dérivable sur R, y’ = z/+ + 27’ et
y// — Z//¢+22,/¢I +zw//7 et :

ay’ +by' +ey=0 & a2’ +22Y +29") +b(z'Yp + 29") +czp =0

& a2’y 4+ (209 + b)) + (ap” + b’ + cp)z =0
—:,0_4

& aZ’Y 4 2arp + b)) =0

& (a2 4+ (2ar +b)2" )y =0

& aZ’ +(2ar +b)2' =0

= z”+(2r+§>z':0
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Il n’y a plus de z : en posant Z = z’, on obtient I’équation du premier ordre Z’ + (27" + g) Z = 0. Les solutions de cette équation sont
b

les fonctions Z définies par Z(z) = /\6_(2T+5)‘”, ou A € C.

On va maintenant distinguer les cas A =0 et A # 0.

Premier cas : A =0. Alors r = f%, donc — (2r + 2) = 0. Ainsi :

ay’' +by' +cy=0 & 3INEC,VzeER, 2 (z)=A
& AINpeC VzeR z(z)=Az+p
& INpeC Ve eR, y(z) = Az +p)e™

Deuxiéme cas : A # 0. Alors r = 73:5 ou § est une des racines carrées de A, donc — (2r + g) = —g # 0. Ainsi :

INEC, VR, 2/ (z) = Ae"a”

a

ay’ +by +cy=0 <
& 3NBEC, VR, z(z) = _Age*%z+5
o

Ja,€C,Vz R, 2z(z) = ozefgz + B
& Jdo,BeC Vx eR, y(z) = ae(r=5)e + Be™*

Orr— g = 42’;5 : c’est autre racine de (e). Par conséquent :

ay’ +by’ +ecy=0<3a,B€C,Vr €R, y(z) = ae™? + Be"2%,
ol 1 et T2 sont les racines de (e). O

Remarque : Les solutions sont les combinaisons linéaires des fonctions z — €% et z — xe™* si A = 0, ou des
fonctions = — ™ et x — €™ si A # 0. On dit que 'ensemble des solutions de (Ey) est un plan vectoriel.

Exercice 12 Résoudre I’équation différentielle (E) : y” — iy’ + 2y = 0.

3 Résolution de (FE)) dans le cas réel

Théoreme 14 Soit I’équation différentielle (Ey) : ay” + by’ +cy =0, ot a,b,c € R avec a # 0. Soient (e) I’équation
caractéristique de (Eg) et A le discriminant de (e).

Si A > 0, alors les solutions de (Ey) d valeurs réelles sont les fonctions y : R — R définies par
y(2) = 0"t 4 B,

ot ry et ro sont les racines de (e) et a, € R.

Si A =0, alors les solutions de (Ey) a valeurs réelles sont les fonctions y : R — R définies par
y(x) = (az + B)e™*,

ot ro est la racine double de (e) et a, f € R.

Si A <0, alors les solutions de (Ey) a valeurs réelles sont les fonctions y : R — R définies par
y(x) = aeP” cos(qx) + feP? sin(qx),
ot p+iq et p—iq (p,q € R) sont les racines de (e) et o, B € R.

Démonstration :
— Premier cas : A > 0.

(e) a alors deux racines réelles distinctes r1 et r2, et (Ep) a pour solutions complexes les fonctions définies par y(z) = ae™* + Be"2%, ol
a, B eC.

Puisque les fonctions x — €"1% et z +— e"2% sont & valeurs réelles, on se convaincra aisément (par exemple en exprimant « et 5 en fonction
de y(0) et y(1)) que y est & valeurs réelles si et seulement si o, 8 € R.

— Deuxiéme cas : A =0.

(e) a alors une racine réelle double rg, et (Fp) a pour solutions complexes les fonctions définies par y(z) = (az + 8)e™*, ou «, 3 € C.
Puisque les fonctions z — e"0% et x — xe"0% sont & valeurs réelles, on se convaincra aisément (par exemple en exprimant « et 3 en fonction
de y(0) et y(1)) que y est & valeurs réelles si et seulement si o, 8 € R.

— Troisieme cas : A < 0.

(e) a alors deux racines complexes conjuguées distinctes r1 et ra, et (Ep) a pour solutions complexes les fonctions définies par y(z) =
ae™® 4+ Be™% ou a, B € C.

Cette fois les fonctions x +— e"1% et x — e"2” ne sont pas & valeurs réelles. L’idée ici pour déterminer les solutions de (Eg) & valeurs réelles
est d’exprimer les exponentielles complexes sous forme algébrique.

11



Posons r1 = p 4 1iq et ro = p — iq (avec p,q € R). Alors :

ylz) = aePtioz 4 56@71'11)9?
—  qePTtier 4 gepr—iqe
= ePTelNT 4 BePTeian
= «aeP?(cos(qx) + isin(gzx)) + BeP®(cos(qz) — isin(qx))
= (a4 B)eP? cos(qz) + i(a — B)eP” sin(qz)

Les fonctions z — eP? cos(qz) et z — eP¥sin(qz) sont a valeurs réelles. On se convaincra, toujours par exemple en exprimant o + 3 et
i(a — B) en fonction de y(0) et y(1), que y est & valeurs réelles si et seulement si o + 3 et i(a — () sont des réels.

Les solutions de (Ep) & valeurs réelles sont donc de la forme y(z) = AeP* cos(qx) + peP® sin(qz), avec A, u € R, et toutes les fonctions de

ce type sont solutions de (Ep) car pour tout couple (X, ) € R? il existe un couple (o, 3) € C tel que A\=a + B et p=i(a—p4). O
Exercice 13 Résoudre les équations différentielles suivantes :

(B1) : y' =5y +6y=0

(B2) : y'+2/+y=0

(B3) + y'+2y +5y=0

On cherche les solutions a valeurs réelles.

4 Résolution de I’équation avec second membre
On note toujours (E) : ay” + by’ + cy = f(z) et (Eo) : ay” + by + cy = 0.
o PRINCIPE

Le principe de la résolution est le méme que pour les équations du premier ordre :

Théoréme 15 Si on connait une solution particuliére y; de (E), on obtient toutes les solutions de (E) en ajoutant &
y1 les solutions de l’équation sans second membre associée d (E).

Démonstration :

y1 est une solution de (E), donc ayy + by] + cy1 = f. Soit y une fonction dérivable sur I. Alors :
ay’ +by' +ey=f ay” + by’ +cy = ayy + by} + ey

aly —y1)" +by —y1) +ely—y1) =0

y — y1 est solution de (Eyp)

KU R

Jyo solution de (Ep), y = y1 + yo. O
On retiendra :
Solution générale de (F) = solution particuliére de (F) + solution générale de (Ey)

On va maintenant voir comment déterminer une solution particuliere de (E) pour certains types de seconds membres.

e CAS OU LE SECOND MEMBRE EST UN POLYNOME

Proposition 16 Soit l’équation différentielle (E) : ay” +by' +cy = P(x), ot a,b,c € C, a # 0 et P est un polynome
de degré n.

Sic#0, alors (E) a une unique solution polynomiale de degré n.

Sic=0etb#0, alors (E) a une infinité de solutions polynomiales de degré n + 1.

Sic=b=0, alors (E) a une infinité de solutions polynomiales de degré n + 2.

Démonstration : On admet ce résultat. L’idée est la suivante :

Cherchons une solution particuliere y polynomiale de degré p. Alors y’ est de degré p — 1 et y'' de degré p — 2.

Si ¢ # 0, alors ay”’ + by’ + cy est de degré p : pour avoir ay’”’ + by’ + cy = P, il faut que p = n.

Si ¢ = 0 mais que b # 0, alors ay”’ + by’ + cy = ay”’ + by’ est de degré p — 1 : pour avoir ay’’ + by’ + cy = P, il faut que p =n + 1.

Si ¢ = b =0 (par hypotheése a # 0), alors ay” + by’ + cy = ay” est de degré p — 2 : pour avoir ay’”’ + by’ + cy = P, il faut que p =n + 2.

On admet que ces solutions existent effectivement. [J
Exercice 14 Résoudre les équations différentielles suivantes (solutions & valeurs réelles) :

(By) : o/ =5y +6y=2a>+1
(Eg) . y”+y'=x2+1
(B3) : o' =241

12



e CAS OU LE SECOND MEMBRE EST DE LA FORME P(z)e**

Proposition 17 Soit [’équation différentielle (E) : ay” +by’ +cy = P(x)e®*, ot a,b,c € C, a # 0, P est un polynome
de degré n et o € C. Soit (e) l’équation caractéristique de (E).

Si o n'est pas racine de (e), alors (E) a une unique solution de la forme xz +— Q(x)e*®

polynomiale de degré n.

, ou @ est une fonction

Si « est racine simple de (e), alors (E) a une infinité de solutions de la forme x — Q(x)e**

polynomiale de degré n + 1.

, ot @ est une fonction

Si a est racine double de (e), alors (E) a une infinité de solutions de la forme x — Q(x)e*™, ot Q est une fonction
polynomiale de degré n + 2.

Démonstration :

Soit y une fonction deux fois dérivable sur R. Posons y(z) = z(z)e*” (i.e. z(x) = y(x)e™**). Alors z est également deux fois dérivable sur
R, v/ (z) = 2/(2)e*® + az(x)e™® = (2/(z) + az(z))e®®, et y''(z) = 2" (x)e*® + 2a2! (x)e*® + a22(x)e®® = (2" (x) + 202! (z) + a?z(x))e™.
Alors :

y solution de (E) Vz €R, ay’(z) + by (z) + cy(x) = P(z)e*®
Vi €R, a(z"(x) + 202 (x) + a®2(x))e®® + b(2' () + az(x))e® + cz(x)e®® = P(z)e®
Vz €R, (az’(z) + (2aa+ b)2' (z) + (ac? + ba + ¢)z(x))e®® = P(z)e*®
vV €R, az”(z) + (2aa + b)2' (z) + (ad? + ba + ¢)z(z) = P(x)
& zsolution de (E') : az” + (2aa 4 b)2’ + (ad® + ba + ¢)z = P(x)

te o

Le second membre de 1’équation (E’) est une fonction polynomiale : on a vu au paragraphe précédent qu’on peut toujours trouver une
solution polynomiale de (E’). De plus, aa? 4+ ba +c = 0 si et seulement si « est racine de (e) et aa? +ba+ ¢ = 2aa+b = 0 si et seulement,

si « est racine double de (e). La proposition 16 permet de conclure. O

Exercice 15 Résoudre les équations différentielles suivantes (solutions & valeurs réelles) :
(Bv) : y" =5y + 6y =we”
(B2) : ¢ =5y + 6y = we™
(Bs) = y'+2 +y=me”

e CAS OU LE SECOND MEMBRE EST DE LA FORME P(z)coswz OU P(z)sinwz

Méthode générale : coswz est la partie réelle de e™? et sinwz est sa partie imaginaire. On peut donc commencer
par chercher une solution de 1’équation ay” + by’ + cy = P(x)e'™*, et on prend la partie réelle de cette solution (pour
P(z) coswz) ou sa partie imaginaire (pour P(z)sinwz).

Cas particulier : si P est constant, on peut chercher une solution de la forme z — a coswz + Bsinwz (il y en a toujours
une, sauf si iw est racine de I’équation caractéristique, i.e. si ’équation homogene est de la forme y” + w?y = 0).

Exercice 16 Résoudre les équations différentielles suivantes (solutions & valeurs réelles) :
(Ey) : y" —5y +6y=-cosz
(Es) : y'+y=-cosx

e PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Proposition 18 Soit l’équation différentielle (E) : ay” + by’ + cy = fi(z) + fa(x), ot a,b,c € C, a # 0, et
f1,fo : I — C sont continues sur I. Si yy est solution de (E1) : ay” + by’ + cy = fi(x) et que ys est solution de
(E2) : ay” + by’ + cy = fa(x), alors y1 + y2 est solution de (E).

Démonstration : On a ay} + by] + cy1 = f1 et ayl + bys + cy2 = f2, donc a(yr +y2)” +bly1 +y2)' +c(y1 +y2) = fr + f2. O

On peut ainsi trouver une solution particuliere de toute équation dont le second membre est une somme de fonctions
d’un des types précédemment étudiés : il suffit de trouver une solution particuliere pour chacune de ces fonctions et
de les additionner.

Exercice 17 Résoudre (E) : y" — 5y’ + 6y = 2% + 1 + 2e>® + cos .

5 Solution satisfaisant 4 une condition initiale

On admet le théoréme suivant :

Théoreme 19 Soit (E) : ay” + by’ + cy = f(x), ot a,b,c € C (avec a #0) et f : I — C est une fonction continue
sur I. Soient xg € I et yo,y, € C. Il existe une unique solution y de (E) sur I telle que { Zgj’(g))): y;/
0) = Yo
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ay” +by' +cy = f(x)
On dit alors que y est la solution unique du probléme de Cauchy ¢ y(t9) = yo

y'(to) = o
Remarque : Pour avoir 'unicité de la solution d’une équation différentielle du second ordre, il faut donc deux
conditions initiales : une sur la fonction inconnue et une autre sur sa dérivée.

Interprétation graphique (cas réel) : cela revient & demander que la courbe représentative de la solution passe par le
point de coordonnées (g, yo), et que la pente de la tangente & la courbe en ce point soit égale & yj.

y" — 5y + 6y =cosx
Exercice 18 Résoudre le probleme de Cauchy ¢ y(0) =0
y'(0)=0
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