Correction du DNS 6

EXERCICE 1

1) La fonction f est définie et dérivable sur 0, +oo[ (somme de fonctions dérivables). Pour tout 2 > 0 :

1 1 a1
fa)=-%+_=—"

X X €T

2) La fonction g est définie et dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables. Pour tout z € R :

g (z) = 2ze” + 2%e® = (2% + 2x)e” = x(x + 2)e”.

3) A T'aide d’un tableau de signes on voit que * > 0 si et seulement si —1/2 < z < 2. La fonction In est définie

-z
et dérivable sur ]0, +o00[ donc h est définie et dérivable sur | — 1/2,2[ par composition. Pour tout « €] —1/2,2[ :
h(z) =In(1+2z) —In(2 — )

donc
2 -1 22—2)+ (1+22) 5

T 142 2-z  (1+20)(2-2) (1+22)2—2)

4) En écrivant
1 ll Inz
rT = ex n = e

on voit que la fonction 7 est définie et dérivable sur D = 0, +oo[ d’apres les théorémes sur les opérations. Pour tout

zeD:
y %x—lnx Inz 1—Inz Inz
Z(‘x): 2 er = p) e x .
x x

5) La fonction sinus est dérivable sur R et elle est strictement positive sur les intervalles de la forme |2k, (2k + 1)7]
ou k € Z. La fonction racine carrée est dérivable sur ]0, +oo[. Par composition la fonction j est donc dérivable sur

D = | |2kx, (2k + 1)7].
keZ

Pour tout x € D :
cos X

- 2\/sina:.

6) Les fonctions ch et 2 +— 2% sont dérivables sur R donc k aussi par composition. Pour tout z € R :

J'(x)

' (z) = 3ch?(x) sh(z).

7) Les fonctions x + 22 et ch sont dérivables sur R donc £ aussi par composition. Pour tout = € R :

¢'(x) = 32 sh(x®).

8) La fonction ch est dérivable sur R donc m aussi par composition. Pour tout z € R :

m’(x) = sh(ch(ch(x))) sh(ch(x)) sh(x).

9) La fonction Arcsin est définie sur [—1,1] et :
—l1<tane <1l IkeZ, —n/d+kr <z <n/d+ k.

La fonction n est donc définie sur les intervalles de la forme [—7/4+kn, 7/4+ kx| avec k € Z. Mais Arcsin est dérivable
seulement sur | — 1, 1[ donc n est dérivable sur

D= U | —nw/4+ kn,w/4+ knl.
kEZ
Pour tout z € D :
1+ tan?z

n(z) = —m}———.
(@) V1 —tan?z



EXERCICE 2

1) Pour tout z € R on a
f(—=x) = cos(—3z) cos®(—z) = cos(3z) cos®(x) = f(x)

donc f est paire, et
f(x +m) = cos(3z + 37) cos®(x + 1) = — cos(3z)(— cos(z))® = cos(3x) cos®(z) = f(z)
donc f est m-périodique.
Puisque f est m-périodique, il suffit de I’étudier sur un intervalle de longueur 7, par exemple sur [—g, g} . On obtiendra

s
alors la courbe entiére par translations. De plus, f est paire, donc il suffit de I’étudier sur {O, 5} : on obtiendra la

™
partie de la courbe correspondant a l'intervalle [_57 O} par symétrie orthogonale par rapport a I’axe des ordonnées.

2) a) La fonction f est dérivable sur [O, E] comme produit de fonctions dérivables, et pour tout = € [0, g], on a

2y sinz = —3 cos? z(sin 3z cos = + sinz cos 3z) = —3 cos® x sin 4z

f'(x) = —3sin 3z cos®  — 3 cos 3z cos
en utilisant une formule d’addition : sin4x = sin(3x + x) = sin 3z cos x + sin x cos 3x.
b) On a donc f/(z) = 0 si et seulement si cos? x = 0 ou sin4x = 0. Sur [O, g] on a :

T
cosQ:c:O<:>cosx:0<:>x:5

et :
sindr =0 < (szouxz%ouxz%).
Le signe de f’(z) est Popposé de celui de sin 4z, donc f/(z) < 0 sur ]0, % { et f'(z) > 0 sur } Z, g [

. . L m . . T
La fonction f est donc strictement décroissante sur {0, Z] et strictement croissante sur [Z’ 5}

3
2 2 1
Dans le tableau de variation on ajoute f(0) =1, f (%) = cos <347:T) cos® (%) = —g ({) =7 et f (Z) =0.

3) Pour tout réel x :
f(x) =0« cos3zcos®r =0

< (cos3z =0 ou cosz =0)

@(szg—kkﬂ'oux:g—i—lm) (keZ)

@(x:%+kgoux:g+k7r) (keZ)
T ™
Sr=—+k-(kecZ
z= 3( €Z)
i T T T T T
t écrire — + km = — + - k—=— k+1)-.
car on peu ecr1re2—|—7r 6—|—3+33 6+(3 +)3

T T
Les points d’intersection de la courbe avec ’axe des abscisses ont donc pour coordonnées (6 + kg, 0) ou k eZ.

5) On linéarise f(x) avec les formules d’Euler :

elib+e 2x> 6231:_'_6 13T

cos® x cos 3z = (

2 2
B (eiz + e—iw)3 ei3x + e—i3z
N 8 2
_ % (eiSw + 361'2;86—1';8 + 361'1'6—1’2;8 + e—i?w) (ei?)x 4 e—in)
_ % (ein 4 Seix + 36—190 + e—i3x) (ei3ac 4 e—in)
—_ % (eiﬁ:t +36i4$ +36i2$ + 1 + 1 +36—i2£ +36—i4$ +e—i6$)
_ % (eiﬁx 4 e—i6r +3 (ei4x + e—i4m) +3 (eiQm + e—iZz) + 2)

1
E(200s6x+6cos4a:+6c082x+2)

1 3 3 1
=- + = cosdx + = cos 2z + —.
g cos 6x 3 COS 4T 3 COS 2T g



sinnx

Une primitive de x + cosnz est x +— , donc une primitive de f est

1
F:x— @sin6x+3%sin4x+f)—6sin2x+%.

Finalement on peut calculer I'intégrale :



