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Application 1

On rappelle que tous les vecteurs sont unitaires (de norme égale a 1) car ces bases sont orthonormées.

On effectue la projection de i et 7 dans labase (i, ]) :| fi=sin@ i —cos@ j |et| ¥ = cos@ i +sin6 j | puis

la projection de 7 et j dans la base (&, 7) : | i = sin6 @i+ cos@ ¥ |et| j = —cosO i +sin6 7 |

Application 2

1. On travaille dans une base cartésienne de dimension 1, les vecteurs cinématiques s’écrivent 7 = xiiy,
U = Xily et d = Xily. On exprime les vecteurs positions des deux voitures et on dérive deux fois pour
obtenir leurs vitesses et leurs accélérations :

voiture 1 : 7] =(=3t2+25t+50)iiy ; U =(—61+25)iiy ; &) =—6iy
25ty 251y 0
voiture2 : o= ; Ua= ; dp= .
(=262 +29¢ - 2) dix (=4t +29) iy —4lix

Pour ¢ < 1s la voiture 2 a un vecteur accélération nul : son mouvement est rectiligne uniforme. Pour
t = 1s son vecteur accélération est constant : le mouvement est rectiligne et uniformément décéléré.

2. La voiture qui freine le plus brutalement est celle qui a I'accélération la plus forte en norme. On a
@1 =6m-s~2 et ||d2|| = 4m-s~2 donc le véhicule 1 freine le plus brutalement.

3. On vérifie la continuité de la position et de la vitesse de la voiture 2 avec les expressions données

pourt<lsett= ls:| (1) =x0%)=25m |et| H17)=%0") =25m-s! |

4. A linstant ¢t = 0 ol la voiture 1 commence 2 freiner les deux voitures roulent a la vitesse

X1(0) = %2(0) =25m- s7! | Elles sont séparées d’'une distance | L = x7(0) — x2(0) =50m |

5. On cherche la position de la voiture 1 quand elle s’arréte. Cela se produit a la date #; telle que :
X1(f1)=—-611+25=0 < 11 =4,2s et x1(f1)=102m
On effectue un calcul similaire pour la voiture 2 :
Fo(t2) = —41 +29=0 < 1, =7,25s et x2(fz) =103m
On trouve que la voiture 2 s’arréte, en théorie, plus loin que la voiture 1. Les voitures entrent en colli-

sion.

Application 3

1. On travaille dans une base cartésienne de dimension 2, les vecteurs cinématiques s’écrivent 7 =
Xy + zlig, U= Xy + 2l et d = Xily + Zilz.

F=22tiiy+ (=562 + 701, | ; |i5=22ax+(—10t+7)az| ; |a=—10ﬁz

2. On élimine le temps en écrivant ¢ = x/22 et en réinjectant dans 'expression de z :

7
— x4+ —x

T YR

3. Le ballon passe au-dessus du mur si z(¢) > h. Numériquement on trouve z(¢) = 2,05m. Le ballon
passe au-dessus du mur.

4. Le ballon rentre dans la cage sans rebondir avant sur le sol si 0 < z(L) < H. Numériquement on
trouve z(L) = 1,50m. Le ballon rentre dans la cage.

5. Le ballon atteint la cage a la date ¢ telle que x(tpy) = L: | tout = L/22=1,14s |

6. Laltitude est maximale a la date fsommet telle que Z(fsommet) = 0. On trouve fsommet = 0,7s. Laltitude
maximale atteinte par le ballon Vaut| Zmax = Z(tsommet) = 2,45m |

7. Lavitesse en norme en ¢ = 0 vaut | vg = \/ %2(0) + z2(0) = 23, Im-s 1|
8. On représente schématiquement le vecteur vitesse initial < Yo
etl’angle a. On reconnait que : b
1
1
z(0 7 20
tanazg = azarctan(—)=l8° ' ©
x(0) 22 '
y \a !
O 1
Application 4 x(0)

1. La vitesse angulaire vaut § = = 3,5rad-s~! =33 tours-min~!. Le tourne-disque est réglé pour lire
des 33 tours.

2. La mouche atteint le bord du disque a la date ¢ telle que r(f) =R <= | t=R/a =15s | Le nombre

. . 15
de tours effectués par le disque vaut| N =33 x a0 8,3tours |.

3. Dans la base polaire le vecteur vitesse de la mouche vaut ¥ = iii, + r@iiy = aiiy + r Bilg. Au bord du
disque on trouve que| || 7] = /a2 +R2f2 =1,1m s} |

4. Le vecteur accélération de la mouche vaut @ = —r§% i, +2701iiy = —r > il +2afiig (car i = 0 et = 0).

Au bord du disque on trouve que| ||| = \/R2p* + 4a2p2 =3,7m-s72 |

Application 5

1. On repére le mouvement des véhicules avec un axe (Ox) dont I'origine est choisie au point de départ
de la course. Par la suite on notera respectivement x, (f) et x () la position de la voiture et celle de la
formule 1. On définit I'origine des temps a I'instant ou1 la course commence.
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Il est dit que 'accélération de la formule 1 est constante, on la note ay. On a donc Xy = ayg Vt et par
intégration on trouve la vitesse : Xy (f) = ay t (pas de constante d’intégration car la formule 1 esta I'arrét
au début de la course, a £ = 0).

Connaissant la vitesse de la formule 1 apres 2,5 s de course on détermine son accélération :
2

(il ne faut pas oublier de convertirleskm-h™! en m-s™1).

af:)'cf/t: 11,1m-s™

2. La voiture roule a vitesse constante v, = 150km-h~! =41,7m-s~!. Sa course dure #, = L/ v, = 12s.

On détermine la position de la formule 1 a tout instant en intégrant la vitesse : x¢(f) = %a f 12 (toujours
pas de constante d’intégration car la formule 1 est en x = 0 a ¢ = 0). La course de la formule 1 dure

tp=4/2Llay =9,5s | Laformule 1 remporte la course.

3. La vitesse de la formule 1 a la fin de la course vaut )'cf(tf) = 2Laf =380km-h~! |

4. On détermine la position de la voiture a tout instant. Son mouvement s’effectue a la vitesse constante
vy : Xy = vy Vi On intégre par rapport au temps : x () = vyt (car la voiture esten x=02a £ = 0).

La formule 1 rattrape la voiture a la date ¢, telle que xf(tr) = xy(ty) = %aft% = vty <

tr :ZVU/af:7,5s .

202
5. Les deux véhicules se croisent en | x, (f;) = xf(tr) ==Y =-312m|
ar

6. Quand elle rattrape la voiture la formule 1 roule a la vitesse | X f(tr) =2v, =300km- hl|

Application 6

On représente schématiquement la trajectoire de 1'avion et la base po-
laire utilisée. Le vecteur vitesse de I'avion s’écrit ¥ = RO1ig. La vitesse en

norme est constante donc la vitesse angulaire aussi : § = v/R = Cste.
2

212 . - A2 — v -
Le vecteur accélération vaut d = —RO% i, = — — ii,.
Laccélération en norme doit vérifier la condition :

l/2 l}2
|| =— <58 < |R=— =1,0km
R 58

Exercice 1 : Projection dans une base orthonormée

-

a) (a gauche) | A= || A (sinOiiy +cos0iiy) |

b) (au centre) | A= || A|| (cosOiix —sin@iiy) |

¢) (adroite) | A= || Al (~sin®iix — cosOiiy) |

x Exercice 2 : Mouvement d’'un point matériel

1. Expressions générales du vecteur vitesse et du vecteur accélération en coordonnées cartésiennes :
U= Xily+ yily + Zilz et d = ¥iix + jily + Ziiz. On calcule les coordonnées a partir de x(#) et y(¢) fournis
dansI’énoncé et on obtient :

| D= volix + ag (21 — o) iy | et | d=2ayiy |

15 = /o2 + @2t - 1) | et [ ] = 2a0 |

2. La premiére équation horaire donne ¢ = x/vg. On réinjecte dans la seconde et 'on obtient

Les normes de ces vecteurs sont

a

y(x) = —gx(x —vptp) | 1l s’agit de 'équation d’'une parabole dont les branches sont tournées vers le
v

0

haut et qui coupe I'axe des abscisses en x =0 et x = vy fp. On trace I'allure ci-dessous :

y

0 Vo Ly

=02 -
3. Dans la base de Frenet le vecteur accélération s’écrit : d = %iin + dl‘l’;” iy ou R est le rayon de

courbure de la trajectoire. En écrivant la norme de ce vecteur on trouve que :

lall =

114 (dI))? B 15112
la) ST
an? - (42)

On a déja exprimé || 7| et | @]|. On calcule maintenant la dérivée de la norme du vecteur vitesse :

dizll d > o )
=— 14/ 2t—19)2| =
ar dt( v0+a0( t—to)

2a3(2t - 19)

\/ v§+a§(2t— ING

- V2
Aladate t = g/2 ona | B|| = v, ||d@|| = 2ap et d(”j';“ =0. On en déduit que| R = ﬁ .
0

* Exercice 3 : Distance de freinage, distance d’arrét

On repére le mouvement du véhicule avec un axe (Ox) rectiligne dont I'origine est arbitrairement
placée a l'endroit o1 débute le freinage. On choisit arbitrairement I'origine des temps a I'instant ot
débute le freinage.
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La premiere partie du mouvement (pendant le temps de réaction fgoc = 1) est une translation rec-
tiligne et uniforme, a la vitesse v = 70km - h™! =19m-s~L. La distance parcourue pendant le temps de
réaction vaut digac = Visac = 19m. (Rq: valeur arrondie a deux chiffres significatifs, mais on n’'oublie
pas de garder la valeur exacte en mémoire dans la calculatrice pour les AN suivantes!)

Pendant le freinage, le mouvement est uniformément décéléré. On peut écrire X = Cste = —a puis, par
double intégration avec les conditions initiales %(0) = v et x(0) = 0, on obtient I'expression de la vitesse
(1) = v—at et de la position x(f) = vt — 4 1.

Le véhicule s’arréte lorsque x =0, ala date ¢ = % =4,9s.

A cette date-13, la position du véhicule, qui correspond alors a la distance de freinage, vaut
2
v

diveinage = — — — = — =47m |
freinage a4 2a 2a

La distance d’arrét du véhicule vaut| darret = dréac + dfreinage = 67m |.

* Exercice 4 : Rotation et translation

1. La position du point M est caractérisée par le vecteur OM. On le détermine en utilisant une relation
de Chasles : OM = OA + AM avec

a&:Zacosq)ﬁx+2asincpﬁy et AM=1AB= acos Qliy — asin @iy

Finalement, on obtient : OM = 3acos @il + asin@ily.

Les coordonnées du point M sont| (x=3acoswt,y=asinwt) |

2. Pour déterminer I'équation cartésienne de la trajectoire, il faut éliminer le temps. On remarque

que coswt = % et sinwt = %. En utilisant I'identité cos? wt + sin wt = 1, on trouve 'équation
2 %2
=+ Yl =1 |. Cette équation est celle d'une ellipse de demi grand-axe 3a et de demi petit-axe a.
a a

* Exercice 5 : Balle lancée vers le ciel

1. On reprere le mouvement vertical de la balle avec un axe (Oz) vertical z
ascendant dont I'origine est située au niveau du sol. Lorigine des temps est
arbitrairement choisie a instant o1 la balle est lancée. On note 7y = vy i, \ Vo
la vitesse initiale.

Pendant sa chute libre, 'accélération de la balle est constante : 2= —g. Les
conditions initiales du mouvement sont z(0) = vg et z(0) = h. Par double
intégration de I'accélération, on obtient la vitesse z(t) = —gt + vy et la po-

1
sition | z(?) = —Egt2 +vgt+ h |delaballe.

2. La balle atteint le sol lorsque z = 0. Connaissant la durée de la chute et la
vitesse initiale, on en déduit la hauteur de 'immeuble :

ol — Volsol =27m (0]

1
h= Egtsz

3. La vitesse de la balle lorsqu’elle atteint le sol vaut| v = |2(£yo))| = |v0 - gtsol| =28m-s”!|

4. Laltitude maximale est atteinte lorsque la vitesse de la balle s’annule (2 = 0), a la date ¢ = % Cette

. ) vo ”g
altitude maximale vaut: | zmax = 2| — | =h + g =38m |
g

** Exercice 6 : Avec un graphe

1. On rappelle que pour une fonction f dérivable, f’(x) s'identifie au coefficient directeur de la tan-
gente au graphe de la fonction f au point d’abscisse x. Pendant la premiére phase la vitesse varie de
maniere affine donc 'accélération X (qui est égale a la dérivée temporelle de X) est constante (mouve-
ment uniformément accéléré) et s'identifie au taux d’accroissement entre t =0 et t = 1s:
#0sr=sn=WZIO -2
1-0

Pendant la phase suivante (1 < ¢ < 2) la vitesse est constante donc I'accélération est nulle (mouve-
ment uniforme). En raisonnant de la méme maniere pour les phases suivantes on obtient le graphe
ci-dessous pour les variations temporelles de I'accélération :

#(m-s7?)

2

1

0 t(s)
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2. D’apres I'énoncé x(0) = 0 donc la position de la particule a la date ¢ = 7s est donnée par I'intégrale
f07 X(r)dt. On peut envisager de chercher I'expression de x(f) sur chaque phase du mouvement puis
de calculer directement l'intégrale. Il y a malgré tout une technique plus astucieuse pour obtenir le
résultat ; il faut se souvenir que I'intégrale d'une fonction s’identifie a I'aire sous la courbe, comp-
tée positivement si la courbe est au-dessus de I’axe des abscisses et négativement si elle se trouve en
dessous. On cherche donc a calculer I'aire sous la courbe, ce qui est plutdt aisé dans le cas présent car
X(t) aune allure simple.

% (m-s1)
2
A
0 t(s)
-1 @
-2
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pour calculer I'aire on s’aide de la grille qui divise le graphe en rectangles élémentaires. En regardant
attentivement le graphe on compte que 'aire “bleue” correspond a la surface de quatre rectangles et
l'aire “rouge” a celle de cing rectangles. L'aire totale est donc négative et correspond a 'aire d'un seul
rectangle. Chaque rectangle a une aire que 1'on peut calculer comme le produit des deux cotés :

1 en ordonnées ;

® la “hauteur” égalea 1m-s™
¢ la “largeur” égale a 1s en abscisse.

Chagque rectangle élémentaire correspond donc 4 une “aire” égale 2 1m-s~! x 1s = 1m. On conclut
enfin:

7
x(7) :/ x()dt=-1m
0

3. Pour ce mouvement rectiligne on a || 7] = |x|. Le calcul est semblable a celui de la question précé-
dente a la différence qu’'on remplace X par sa valeur absolue.

1% (m-s~1)

2

R AR ®

0 t(s)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

D’apres ce que 'on a vu a la question précédente 'aire totale est égale a 4 +5 = 9 rectangles donc la
distance totale parcourue par la particule vaut .

* Exercice 7 : Mouvement d’'une horloge

La trajectoire suivie par la pointe d’'une aiguille est circulaire, on va donc mener I'étude dans la base
polaire (i, ty). On représente schématiquement la situation :

Ug Ur

Comme les aiguilles tournent a vitesse angulaire 8 constante alors le mouvement de la pointe d’'une
aiguille est circulaire et uniforme. On exprime les vecteurs position, vitesse et accélération dans la
base polaire :

7= L,
U= Léﬁg
a=-L6%i,

Pour déterminer la vitesse angulaire d'une aiguille on utilise le fait qu’elle effectue une rotation com-
pléte en une durée T connue :

T
G(T)—H(O):/ 0dt < 271=0T < |6="—
0

On obtient ainsi :

(i

2L an?L
=——| et |lal=—3;
T T

La période de la grande aiguille est T = 1h = 36005, on obtient numériquement :

|0’=1,7-10‘3rad-s‘1| ; |||D'||=2,6-10_3m~s_1| ; |||Zi||=4,6~10_6m~s_2|

La période de la petite aiguille est T = 12h = 4,32-10%s, on obtient numériquement :

|9:1,5-10_4rad-s_1| ; |||17||:1,0~10_4m~s_1| ; |||Ez||:1,5~10_8m-s_2|

* Exercice 8 : Mouvement hélicoidal

1. La distance qui sépare M de 'axe (Oz) est égale a

= /x2 412 =+ /72 (cos? 2 wi) =
d—\/x +y —\/ro(cos wr+sinwi) =rg

Elle ne dépend pas du temps.
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2. En coordonnées cartésiennes :

U= Xily+ yily + 2il; < | U= —rowsin(w?)iiy + rowcos(wt) ily + hwilg

a=Xiy+jiy+Zi; < |d= —row2 cos(w i)ty — r0w2 sin(w)iy

3. Les coordonnées polaires (r,0) sont telles que x = rcos0 et y = rsin0. Par identification avec les
expressions de x(¢) et y(#), on reconnait que . Le paramétrage le plus simple pour la position

angulaire est (ily a en fait une infinité de paramétrages possibles : wt+2km avec k € Z). Enfin,

=t}

On exprime les vecteur vitesse et accélération dans la base cylindrique :

U=rir+r0ig+zi, < 17=r0wi29+hwﬁz|

== 10Nl + (0 +270) g + 31, =

4. On représente schématiquement le vecteur vitesse a un instant donné :

row

Langle a entre le vecteur vitesse et 'horizontale se calcule a partir des projections de ¥ dans la base
cylindrique :

hw
tana = — <—

5
a = arctan| —
row

o

*x Exercice 9 : Spirale exponentielle

t/

1. le vecteur position est 7 = r i, = ae~ " " ii,. Le vecteur vitesse vaut :

dr a _
7= —=—_"¢ t/T

_ T (A - - 1 -
T iy +ae”'" (Biig) < | 7 = ae I/T(——ur+wue)
T

Le vecteur accélération vaut :

__dv 1 4/1( 1 ~ ) T W 2. — 4/1((1 2)» 2w )
d=—=[-—|ae -~y +wiig | + ae ——iig-w?ily| = |d=e — —w| iy - —1
dt ( T) T r 0 ( T 0 )’) r (]

3. Par projection dans la base polaire, on a ¥ = || ]| (- sin i, + cos ailg). Par conséquent :

Uty = ||Tf||sinoc<:> sinoc = p-dy = !
cUr =~ - - [ —
(I V1+E2
v-u 7]l cosox <= Ccos v-lig —E
U-tlg =17 =—"% =
(] V1+E2

cos x et sin & sont indépendant du temps donc «a est indépendant du temps.
4. On écrit le vecteur accélération dans la base de Frenet :

||,7||2ﬁ diz)
R " ar Ot

a=

=12
La composante normale de I'accélération vaut a;, = %. D’un autre c6té, on peut également écrire :

-

ap=a-iip = a-(—cosaiiy —sinailg) = —ar cosx— ag sin

oll ar et ag sont les composantes radiales et orthoradiales de 'accélération. Par identification, on en
déduit donc que :
191 . 191
=-—arcosx—agsinx < R=- -
R arcosx+ ag sinx

En utilisant les résultats des questions 1 et 3, on poursuit le calcul :

2. -2t/t|_1 2 3/2
ae (w2 +T ) (1+w2T2] —tiT
R=-— =- ae
ae—t/T[[L_TZ) wt 2w, 1 ] (1-w?t)wt-2wt
w? Vitw?2tz T Virw?t?

t/t

On reconnait r = ae™ "' " et £ = wT. Apres simplifications, on aboutit a :

1
R= 1+?r
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** Exercice 10 : Intégration par séparation des variables

1. On transforme cette équation :

xX=a g—b(:» dr _
Y dr dt

2. On integre cette équation entre la position initiale (¢ = 0, x = 0) et une position ultérieure du point
au cours du mouvement (£, x) :

dx=dr

x+b)2 — a®
(x+b)?

a

x t
/ @ dx/—/dt’<=> ’ +a2 =t
& +b2 x+b b |
0 0
\ S , b2t
Il reste a isoler x. Aprées quelques calculs, on obtient : | x(f) = 7 bt

* % % Exercice 11 : Record du monde du 100 m

Notons ag 'accélération intiale d’Usain Bolt, et mettons en équation la loi horaire de son accélération.
Tout d’abord, I'accélération décroit linéairement, de ag a 0, pendant une durée t. Ensuite 'accélération
est nulle jusqu’a la fin de la course. L'accélération peut étre écrite sous la forme :

a(t) =

Pour déterminer la loi de vitesse v(f), on integre 'accélération par rapport au temps, avec comme
conditions limites : v(0) = 0 (départ arrété) et v(t > T) = Vmax (apres la période d’accélération, Usain
Bolt atteint sa vitesse de pointe, que I'on cherche a calculer).
l’2
ap (t - ﬁ) 0<t=<T
v(t)=
Umax >T

Sachant que la vitesse est continue en ¢ = T, on peut écrire une premiére relation entre ag et vmay :
apt
Umax = T (1)

On integre une deuxieme fois pour obtenir la position d'Usaint Bolt a tout instant. Désormais, les
conditions limites sont les suivantes : x(0) = 0 (origine au point de départ) et x(7) = L (on note T =
9,58s la durée de la course et L = 100m la distance parcourue).

Umax(t—T)+L t>7T

Sachant que la position est continue en ¢ = T, on peut écrire une deuxiéme relation entre ag et vmax :

(lOTZ
Umax (T—T)+ L= = 2)

A partir des équations (1) et (2), on montre que :

Umax =

3L
T-7

=12,4m-s” ! =44,6km-h7!




