Fiche d’exercices : Suites

Exercice 1 L’ensemble D des nombres décimaux est-il stable par ’addition ? Par la mul-
tiplication 7 Mémes questions pour ’ensemble Q des nombres rationnels et pour I’ensemble
R\ Q des nombres irrationnels.

Exercice 2 Montrer que, pour tout couple (a,b) de nombres rationnels, on a :

Va+VbeQe (VaeQet VbeQ).

In2
Exercice 3 Montrer que —ln 3 est irrationnel.
n

Exercice 4 Déterminer, s’ils existent, la borne inférieure, la borne supérieure, le plus
petit et le plus grand élément des parties de R suivantes :

{%+$|(p,q)e(N*)2} ; {H%INR} ; {LxJ+H 1$€R1}-

Exercice 5 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R.

1) Montrer que si A C B, alors sup A < sup B.

2) Montrer que A U B est majorée et que sup(A U B) = max(sup A, sup B).
3) Si AN B est non vide, a-t-on sup(A N B) = min(sup A,sup B) ?

Exercice 6 Soit A une partie non vide et bornée de R. Montrer que :
sup{z — y| (z,y) € A*} = sup A — inf A.

Exercice 7 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1
2
3
4

5) Si la suite (un) converge et si tous ses termes sont strictement positifs, alors sa limite
est strictement positive.

Toute suite croissante est minorée.
Toute suite convergente et majorée est croissante.

Toute suite est majorée ou minorée.

I = —

Toute suite bornée est convergente.

6) Si la suite (|un|) est convergente, alors la suite (u,) aussi.
7) Si lilf |un| = 400, alors (un) n’est pas majorée.
n— oo
8) Si la suite (u,) est convergente, alors la suite (|u,|) aussi.
9) Si les suites (uz2n) et (u2n4+1) convergent, alors la suite (u,) aussi.
10) Si (un) converge, alors un+1 — u, tend vers 0 en +oo.

11) Si up41 — un tend vers 0 en 400, alors (u,) converge.

Exercice 8 Etudier la monotonie et la convergence des suites de terme général :

2n 41 2 n 2 \"
n®—5m+2 ; nt ; 3n + ; n—; n—;\/n—|— —vn; ¥Yn; (1+=) .
3" 2n + 3 n! 2n n

n

1

Exercice 9 Pour tout entier naturel n, on pose u, = Z R

k=0
1) Etudier la monotonie de la suite (un)nen-

2) a) Montrer que : Yn € N*, n! > 271,

b) En déduire que la suite (un) est convergente et que 1irf Up < 3.
n— o0

Exercice 10 Soit z € R. Calculer lim o) + [22] +.. .+ |nz]

3 , si cette limite existe.
n— o0 n

Exercice 11 On considere la suite (up)nen de premier terme ug = 0 et telle que, pour
tout entier naturel n, un+1 = Vun + 6.

1) Montrer que : Vn € N, u, € [0, 3].

2) Montrer que la suite (un) est croissante, en déduire qu’elle est convergente et déterminer
sa limite.

1
3) a) Montrer que : Vn €N, |uny1 — 3| < g\un -3

b) En déduire que : Vn € N, |u, — 3| < % puis retrouver la limite de (uy).

n—1"7

n n n
E ice 12 Mont 1 ite de t énéral e t
xercice ontrer que la suite de terme genera. 211 + "2 12 + + (n n 1)2 es

convergente et calculer sa limite.
1
Exercice 13 Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = —.
1) Montrer que la suite (u,) diverge vers +oco.
1
2) a) Montrer que : Vn € N*, \/n+1—/n < ENG <+vm—+vn-1.
n
b) En déduire la limite de la suite de terme général |
Vn
2n—1 n

Exercice 14 Soit (un)n>1 la suite définie par u, = ,;L AUEE Montrer que (uy,) est

convergente et calculer sa limite.

1.35...(2n—1)

Exercice 15 On définit la suite (un)nen+ par un, = 246...(2n)

1) Etudier la monotonie de (u,) et en déduire qu'elle converge.

2) }éltablir7 pour tout n, I'inégalité u, < , et en déduire la limite de (uy).

1
Vvin+1
1
Exercice 16 Montrer que les suites (un) et (vn) définies par u, = Z 2 et v, = Un +
k=1
sont adjacentes et donner un encadrement & 10" prés de leur limite commune.

1
n



n 2n
Exercice 17 Montrer que les suites (un) et (v,) définies par u, = Z
k=1 k=n

sont adjacentes.
Exercice 18 Etudier les suites (an) et (b,) définies par ap = 4, by = 1, et pour tout

2an + bn ot b _ Qn + 2b,
3 K T

Exercice 19 Etudier la convergence des suites de terme général :

Cos((nJr%)W) ; (2sin%+gcosn>n : Vn— [Vnl.

TLGN, an41 =

Exercice 20 Etudier la convergence des suites de terme général cosn et sinn.

Exercice 21 Soit (un)nen une suite réelle. Montrer que si les suites (u2n), (U2n41) €t
(usn) convergent, alors (u,) aussi.

Exercice 22 Montrer qu’une suite a valeurs entiéres converge si et seulement si elle est
stationnaire.

Exercice 23 (Théoréme de Cesaro) Soit (un)nen+ une suite réelle et soit S, = — E Uk
n
k=1
Montrer que si (un) converge vers ¢, alors (S,) aussi. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 24 Soient (u,) et (v,) deux suites & valeurs dans [0, 1] telles que unv, "—5° 1

Montrer que uy, n_iﬁx) 1 et que v, n_ifo 1.

Exercice 25 Etudier la monotonie et la convergence des suites récurrentes suivantes :

1 1
ug = = ug = =
1. °T 2 3. 72
Vn e Nupr1 =1 —un Vo € Njuprr = (1 —un)?
up > 1 uo =0
. 1 4. u
VTLEN,UTH_l:Un‘Ff VneN,unH:l——
Un 2
Exercice 26 FEtudier la suite complexe (zn)nen de premier terme zp € C et telle que,
Zn + | 2n]
pour tout n, z2np41 = 5

Exercice 27

1) Montrer que, pour tout n € N, I’équation ze® = n a une unique solution réelle, que I'on
notera x,.

2) Etudier la monotonie et la convergence de la suite (z,).

x
3) Déterminer la limite de l—n lorsque n tend vers +oo.
nn

Exercice 28 Montrer que, pour tout n € N, Péquation 2" + 2" + ...+ 2z = 1 a une
unique solution, que 'on notera u,, dans I'intervalle [0, 1], puis étudier la suite (un).




