TD9 : Oscillateur harmonique - corrigé

Application 1 7
- y - g
1. La masse est soumise a son poids P, a la réaction normale F lg
N du support et  la force de rappel du ressort F. Etant don-
née la position de 'origine du repére la longueur du ressort o X
est:lzxdoncﬁz—k(x—lo)iix. B

On applique le principe fondamental de la dynamique a la masse dans le référentiel terrestre supposé
galiléen : md = B+ N + F. On le projette sur iy :

k k
mi=-k(x—¥{g) < |i+—x=—1¥
m m

La pulsation propre vaut: | wg = Vk/m |

Remarque : Lorigine du repere n’est pas confondue avec la position d’équilibre de la masse. Cette
fois-ci, comme on pouvait s’y attendre, I'équation du mouvement admet un second membre.

2. On détermine la solution particuliere en résolvant I'équation sans dérivée : x, = ¢g. La solu-
tion générale de I'équation s’écrit x(f) = Acos(wgt) + Bsin(wot) + £9. On détermine les constantes
d’intégration A et B avec les conditions initiales x(0) = ¢ (ressort dans son état de repos) et x(0) = vg.

v
On obtient A=0et B=vg/wgd’ou:| x(f) = il sin(wgt) + g |
wQ

Lallongement du ressort vaut A¢ = x— ¢y = aUT(()) sin(wg?). Sa valeur maximale est atteinte lorsque

. Vo m
sin(wot) =1etvaut:|Almax=—=1/—100 |
wQ k

Application 2

1. D’apres le schéma ci-contre, la longueur du fil étant égale
a L, on peut écrire : ¢ —¢g = Lsinf. On simplifie dans
I'approximation des petits angles :

P. \ur

o
'

—
|6‘

2. La masse est soumise 2 son poids P, 2 la tension du fil T et a la force de rappel du ressort F. On
représente ces forces sur le schéma (ci-dessus a gauche) et on met en évidence les directions de ces
forces par rapport aux vecteurs de la base polaire (ci-dessus a droite). D’apres le résultat de la question
précédente : F = —kLO1iiy. On applique le principe fondamental de la dynamique a la masse dans le
référentiel terrestre supposé galiléen : ma = P+ T + F. On le projette dans la base (iir, tg) :

—-mIL6? mgcos@ -7 —kLOsin0
. = =+ +
mLO —mgsinf 0 —kL6cosO

Le PFD projeté sur iig, simplifié avec les approximations sinf = 6 et cosf = 1, devient :

. . k
mLO=-mgl—-kLO < |0+ §+_)9:0
L m
21 21
La pulsation propre est wg = 1/ &1k etla période propre: | Tp = — = ——
L m wo %+ *
m

Application 3

Les deux tensions uj(f) et up(#) sont synchrones : leur période vaut T = 50ms et leur fréquence

f=1/T=20Hz |
Lamplitude de u; () vaut et celle de uy (1) vaut .

Lécart temporel entre les deux tensions vaut At = 15ms donc le déphasage vaut :

2n
Ap=— x15=1,9rad = 110°
50

Sur un intervalle At on voit que le maximum de uy(#) précede celui de u; (1) ; 1a tension uy () est en
avance sur uq ().
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Exercice 1 : Evolution temporelle d’'un oscillateur harmonique

Xe estla valeur moyenne du signal. Sur le graphique, on lit .
Xm estl’amplitude du signal, c’est-a-dire la moitié de la valeur créte a créte. On lit .

2n -
La période du signal vaut T = 50ms donc| wq = T 1,3-10%rad-s~! |

Le signal est maximal, dans l'intervalle [—%, % ] , ala date t;; = —9ms. On en déduit que :

wotm+@=0 <:>|(p:—w0tm:1rad|

La vitesse s’écrit X () = —wo X sin(wot + @). Aladate t =0, en valeur absolue, elle vaut :

| v(0) = wo X, sing = 6m-s! |

Exercice 2 : Signaux synchrones

Amplitude du signal 1 : . Amplitude du signal 2 : .
Les deux signaux ont la méme période : | T = 100ms |, donc la méme fréquence: | f = 77! =10Hz|

La plus petite durée qui sépare deux maxima des signaux 1 et 2 vaut At = 17ms. On en déduit la valeur

2
du déphasage: | Ap = —;TAI: 1,1rad |

x Exercice 3 : Oscillations harmoniques

1. La solution générale de I'équation différentielle est x(#) = Acos(wq?) + Bsin(wq?). Avec les condi-

Tovg i
> - Onaainsi:

tions initiales x(0) = vg et x(0) = xp, on montre que A= xg et B = L’()—"o =

27

21 Tovg . (27
x(t) = xpcos Tt + sin
0

2. Pour déterminer I'amplitude des oscillations, il faut écrire la position sous la forme x(#) = X, (wo t +
®). En utilisant une formule trigo, on peut se ramener a I'écriture :

X () = X cos @ cos(wot) — Xy sin @ sin(wq £)

Par identification avec le résultat de la question 1, X;, et ¢ doivent vérifier :

Tovo

Xmcos @ =xg (1)
—Xmsing = S8 2)

Tovo

2
) =8,5cm |
27

En écrivant (1)2 + (2)2, on peut isoler 'amplitude : | X, = x(z) +

* Exercice 4 : Oscillations d’un circuit LC

1. On utilise la loi d’évolution de la bobine et du condensateur (attention, la bobine est en convention
générateur) :

di d®u du  u
U=-L—=-IC— = |—F+—=
d dr? drz ' LC
2. Par continuité, u(0) = u(0™) = Up et i(0") = i(07) = 0 (le circuit est ouvert a = 07). Puisque
% = é, les deux conditions initiales qui permettent de résoudre cette équation différentielle sont :

du
0 =Uy et —(©07)=0
u(0™) b € dt( )

1
Apres calculs, on montre que la solution s’écrit : | u(t) = Uy cos(wpt) avec wg=— |
VvLC
. T . wo 1 2 .
La fréquence des oscillations harmoniques vaut | fy = — = ———= =3,2-10“Hz | Leur amplitude
2 2mVIC

vau[ U5 =6V

d /C /C
3.1i(n) = Cd—l: =— ZUO sin(wg?) | Lamplitude des oscillations de i(#) vaut zUo =0,12A

1 CU?
4.&=§aﬂ=7f*%%mm, &L=

cui , CU3
Li“ = 5 sin“(wot) |, £:£C+£L=T.

Lénergie totale se conserve, ce qui est logique puisqu’il n'y a pas de résistance qui dissipe I'énergie
électrique en chaleur.

* Exercice 5 : Oscillation verticales d’'un ressort

1. On applique le PFS a la masse en équilibre dans le référentiel terrestre supposé galiléen. La masse
est soumise 2 son poids P = mgii; et ala force de rappel élastique F = —k(leq —lo)iiz duressort:

0=P+F

On projette cette équation sur (Oz) et on isole feq :

mg—k(leq—0o) =0 < zeng“E
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2. On applique le PFD a la masse en équilibre dans le référentiel terrestre supposé galiléen :
ma=P+F

La longueur du ressort est liée a la coordonnée z par la relation : £ = f¢q + z. On projette le PDF sur
(02):

mz= mg—k([eq+z—£0) =—kz < | z+ EZIO

3. La solution générale de cette équation est z(f) = Acos(wgt) + Bsin(wgt) avec wg = 1/ % Avec les
conditions initiales z2(0) = 0 et z(0) = —a (ressort comprimé par rapport a sa position d’équilibre), on
montreque B=0etA=-a:

| z(t) =—acos(wgpt)

La vitesse de la masse vaut z(t) = awgsin(wq?). La vitesse maximale vaut .

* Exercice 6 : Masse suspendue a deux ressorts

X

1. On applique le PES a la masse en équilibre dans le référentiel terrestre supposé galiléen. La masse
est soumise a son poids P et aux forces de rappel élastique F] et F» exercées par les ressorts :

6:ﬁ+ﬁ1+ﬁ2

La force de rappel exercée par le ressort de gauche s'écrit : Fi = —kAM (car lalongueur a vide est nulle).
De méme, la force de rappel exercée par le ressort de droite s'écrit : F» = —kBM. On projette le PFS
dans la base cartésienne :

0=—-ka+ka sur iy

0=2katanx—mg suriig

Rq : la projection de 1_51 sur il s'obtient en écrivant que AM - ii; = z = —OM, avec tanx = %—A = %

(méme méthode pour F»).
La projection du PFS sur ii; permet de déterminer I'angle « a I’équilibre. Ce dernier vérifie :

mg
tano = ——
2ka

2. On applique le PFD a la masse dans le référentiel terrestre supposé galiléen projeté sur ii :

. . 2k
mz=2kz—-mg < z+;z:—g

L'équation du mouvement est celle d'un OH de pulsation propre wqg = y/ %, donc de période propre
Ty =2m | =
07 2k |

* Exercice 7 : Pendule de longueur variable

Le pendule effectue un mouvement de petites oscillations autour de la verticale. Etant donnée la
géométrie du systeme, le pendule effectue une demi-oscillation avec une longueur ¢ = 1m et l'autre
demi-oscillation avec une longueur % =50cm.

Sachant que la période propre d’'un pendule simple de longueur ¢ vaut T = ZTI\/g , on en déduit que la

premiere demi-oscillation dure #; = ﬂ\/g etla deuxieme t, =7 % La période des oscillations de ce
pendule vaut donc :
4
T=n(1+V2)y/—=17s
2g

** Exercice 8 : Oscillateur sur un plan incliné

1. On applique le PFS a la masse en équilibre dans le référentiel terrestre supposé galiléen. La masse
est soumise a son poids P et aux forces de rappel élastique F et F» exercées par les ressorts :

6 = }3 + 131 + Fg
Le ressort de droite a une longueur ¢ = x1, et celui de gauche une longueur 3 = 01A— ¢ =20y — X1¢.
On projette le PFS sur iy :

mgsinx

0=mgsina—k(x1e—¥¢0) + k(2lg — X1 —lp) = mgsinx —2kxye +2klg < | x1¢ =¥p + ok

2. En mouvement, le ressort de droite a une longueur ¢; = xj, + x et celui de gauche une longueur
lp =20y — x1, — x. On projette le PFD sur iiy :

2k
miX=mgsinx—k(x+x1e—00)+k(2lyg—x—x10—¥p) =—2kx < | i+ Ex:O
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La solution générale de cette équation est x (#) = Acos(wg?) + Bsin(wwg?) avec wg = 1/ % Avec les

conditions initiales x(0) = vy et x(0) =0, on montre que A=0et B = .

vo .
x(t) = — sin(wq?)
wo

*x Exercice 9 : Molécule d’acide chlorhydrique

1. Le centre de gravité O est défini par larelation : m; OH+ mpOCl = 0. Par projection sur iiy, on obtient
larelation : mjx1 + mpxp = 0. Sachant que ¢ = x — x1, on en déduit que :

np nmi
x1=——€ et |[xp=——"—
my +mp my +m

2. On applique le PFD al’atome d’hydrogene dans le référentiel terrestre supposé galiléen. On néglige
toute autre force que celle exercée par le ressort équivalent :

my¥; =+k(l—¥¢py)

Sachant que ¥; = — %i , on en déduit I'équation différentielle vérifiée par £(f) :
.. + k + k
i+ (my + my) /= (my + mg) ‘%
mymy mymy

Cette équation est celle d'un OH de pulsation propre wg = 1/ %, donc de fréquence propre :

fo= i (my +mo)k
0_27'[ mipmy

Cette expression est analogue a celle d'un systéme avec une masse unique ( fo= L 1/ mLeq) telle que :

27

Rq : Cette masse meq est appelée la masse réduite de la molécule. Dans cette molécule particuliere,
I'atome de chlore est beaucoup plus lourd que celui d’hydrogéne : 22 ~ 35. Par conséquent : Meq =

mi -
mymy my i — my ~_
T TPEST ¢ <« ¢ tandis que x] = O=—/.

- mi+my
En premiere approximation, I'atome de chlore étant bien plus massif que celui d’hydrogeéne, on peut
supposer qu'il est fixe dans le référentiel d’étude.

=~ mj. On remarque également que x2 =

3. Connaissant le nombre d’onde, on peut déterminer numériquement la fréquence propre de vibra-
tion de la molécule de HCI : c
fo=5=0c=897- 1013 Hz

En assimilant la molécule a un systéme masse + ressort dans lequel seul 'atome d’hydrogéne est mo-
bile, on en déduit que :

fo=—1/— <= |k=47®f}m; =530N-m™!




