Correction du DNS 10

EXERCICE 3
1) Sur | — 1,1[ l’équation est équivalente a (F) : ¢y — . —xe y=1 _xe.

1
Une primitive de z — — T 5 est x — 3 In(1 — 2?), donc les solutions de ’équation homogene 3’ — 1 5 ¥ = 0 sont
_ —x
A
les fonctions y : | — 1, 1] — R définies par y(z) = Ae~m(1=2%/2 = 2 oy \ est un réel.
On voit que la fonction y : & — —1 est solution de (E), donc les solutions de (E) sont les fonctions y : | — 1,1 = R

définies par
A

V1—2a22

y(z) = -1+

ou A est un réel.
x Arcsinz
y= .
1— 22 1— 22

Pour déterminer une solution particuliere de (E) on applique la méthode de variation de la constante. Posons ¢ (x) =

!

2) Sur | — 1,1[ I’équation est équivalente & (E) : y' —

1
N et posons y = 2zt ou z est une fonction dérivable sur | — 1,1[. Alors y est dérivable et y' = 2’4 + 21, donc
-

pour tout z € | —1,1[ :

T Arcsinx T Arcsinx
y'(z) - 1— 22 y(z) = q1_22 & 2 (2)Y(z) + 2(2)) (x) — 1— 22 z(x)y(x) = 1_22
Arcsi
o a)a) + 2(0) (Vo) - i) ) = T
Arcsi
& (pbe) = T g
o #(2) Arcsinz
Z(1r) = —.
V1—22
Arcsin? z Arcsin? z
On peut prendre z(x) = ——— . La fonction y : £ = ——— est donc une solution particuliere de (FE).
peut p (z) 5 y Wit p (E)
Les solutions de (E) sont donc les fonctions y : | — 1, 1] — R définies par
B Arcsin? z A

T) = +
V= e e
oll A est un réel.
3) Posons y(z) = az? + bz + ¢ olt a,b,c € R. La fonction y est dérivable sur | — 1,1[ et 3/(x) = 2ax + b pour tout
x €]—1,1[, donc :
Vee]—1,1[,(1 -2y (z) —ay(z) =2® e Vo c] - 1,1[, (1 — 2%)(2ax + b) — x(az’® 4+ bx + ¢) = 2°
eVre]—1,1[,-3az® — 202 + (2a — )z + b = 2*

—3a=1
o -2b=0
2a —c=0
b=0
a=-1/3
S b=0
c=-2/3
x? 2
La fonction © — —— — - est donc une solution particuliere de (E), et les solutions de (E) sont les fonctions
y:]—1,1[ — R définies par
2 2 A
yo) = -5 -2+

ou A est un réel.

EXERCICE 2



1) L’équation (E4) est une équation différentielle linéaire du premier ordre qui est équivalente &

1+
23

, 1
y+-y=
T

La solution générale de I’équation homogene associée est définie sur I par
A

Y —lnz _ 2
y(a) = de .

ou A € R.

1
On cherche une solution particuliére par la méthode de variation de la constante : on pose ¥ () = — et on pose y = z1)
x

ol z est une fonction dérivable sur I. Alors ¢y = 2’1 + 29’ et, pour tout x € I :

1 14z 1 14+
V(@) + —y(e) = 5T e @)(e) + @) ) + o @)le) = o
1+
& (o) + (V) + J0t0)) ole) = o
1+
/ —
& 2(z)Y(x) = 3
1 1
&)=+~
Z'(x) - + -
1 P . o . 1 Inxz .
On peut prendre z(z) = —— + Inz et on en déduit que la fonction définie par y(z) = 2 + — est une solution
particuliere de (Ey).
La solution générale de (E7) est donc définie sur I par
1 Inz A
VD=t

ol A € R.

2) Soit a € R. Posons yo(x) = z* pour tout = € I. Alors yo est deux fois dérivable sur I et, pour tout = € I,
yo(z) = az® ! et yY(z) = ala — 1)z*2, donc pour tout = € I :

22yl (x) — zyh(x) +yo(r) =0 = ala —1)2® —az® +2° =0 ad*> —20+1=0= (a— 1)) =0 a=1.
La fonction yo :  — x est donc une solution de (H) sur I.
2) a) La fonction y est deux fois dérivable sur I, v’ = 2"y + 2y} et vy’ = 2"yo + 22"y{, + zy{;, donc pour tout x € I :

2?y"(2) — 2y (2) + y(2) = 1 + 2 & 2° (2" (@)yo(2) + 22" (2)yo(2) + 2(2)yg (2)) — 2(2' (2)yo(2) + 2(x)yo (@) + 2(x)yo(z) = 1 + 2
& a?yo(2)2" (x) + (22 (2) — 2yo(2))2' () + (2°yg (x) — 2yp(2) + yo(x))2(z) =1+ @
)

e 23 (2) + 2% (2) =142

Ainsi y est solution de (F3) si et seulement si 2z’ est solution de (E).

b) D’apreés la question 1, on a, pour tout = € I,

1 Inx A
/ e — [— J—
(@) 2 T T
ol A € R. En primitivant on obtient
1 In’z
=— Al
z(x) x+ 5 +Alnzx+pu
ol A\, 1 € R, et enfin en multipliant par yo on obtient 'expression de la solution générale de (E3) :
In2
ylx) =1+ T +Azlnx + px
ol A\, ueR.
EXERCICE 3

1) a) En utilisant la formule de dérivation des fonctions composées, on obtient

1 1 1
y'(z) = 2/(Inx) x el y"(z) = 2" (Inx) x = 2 (Inz) x =



pour tout = € I.

b) On a :
1 1 1
Vo eIz (z) + 2y (z) +y(z) =0 Vo € I,22 <,z”(lnx)2 — z'(lnx)2> +zz'(Inz)— + 2(Inz) =0
x x x
sVrel Z'(Inx)+ z(Inz) =0
S VteR,2"(t) + z(t) = 0.
y est donc solution de (F) sur I si et seulement si z est solution sur R de (E’) : 2" 4+ 2z = 0.
¢) L’équation caractéristique de (E’) est 72 + 1 = 0, ses racines sont i et —i. Les solutions de (E’) sont donc les

fonctions z définies sur R par 2(t) = acost + Ssint, ol a et S sont des réels quelconques.

Par conséquent, les solutions de (F) sont les fonctions y définies sur I par
y(x) = acos(lnz) + Bsin(lnz),

ol @ et 3 sont des réels quelconques.

cos(Inx)

<3 1
sin(ln z) + . pour tout

2) Soit y la fonction définie par y(z) = «acos(Inz) 4+ Bsin(lnz). Alors y'(z) = —«
x> 0.

xT

y(1) =1 a=1
y(1)=0 ‘:’{ B=0"

La solution cherchée est donc la fonction y définie par y(x) = cos(In(z)) pour tout x € I.

Par conséquent : {



