Chapitre 8

LIMITES - CONTINUITE

Dans tout le chapitre, I est un intervalle de R non vide et non réduit & un point, et on note R I"ensemble RU{—o00, +00}
(droite réelle achevée).

I Limite d’une fonction
1 Notion de voisinage

Définition 1 Soit f : I — R une fonction et soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). On dit qu’une
propriété portant sur f est vraie au voisinage de a si elle est vraie :

— sia € R : sur un intervalle de la forme I N[a —0,a+ 6], ot 6 € RY,
— sia = +o00 : sur un intervalle de la forme I N[A, 4o, ot A € R,

— st a = —00 : sur un intervalle de la forme IN| — oo, A], ot A € R.

Remarque : Dire que x € [a — §,a + §] revient & dire que |z — a| < §, dire que = € [A, +o0[ revient & dire que z > A,
et dire que = €] — 0o, A] revient & dire que x < A.

2 Limite d’une fonction

e LIMITE FINIE

Définition 2 Soit f : I — R une fonction. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). Soit b un réel. On dit
que f admet b pour limite en a si, pour tout € > 0, il existe un voisinage de a sur lequel on a |f(x) — b| < €.

Si a € R, cela revient a dire que pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que pour tout z € I'N [a — §,a + 4], on a
|f(x) —b|] < &, ce que l'on peut écrire :

Ve>0,30>0,Veel,(Jz—a| <d=|f(z) — b <e).

Si a = 400, cela revient a dire que pour tout € > 0, il existe un A € R tel que pour tout « € I tel que x > A, on a
|f(z) —b] < &, ce que 'on peut écrire :

Ve>0,F3AeR Vaeel, (x> A= |f(z)—-b <e).

Si a = —o0, cela revient a dire que pour tout € > 0, il existe un A € R tel que pour tout « € I tel que x < A4, on a
|f(z) —b] < e, ce que 'on peut écrire :

Ve>0,FAeR, Ve el (x<A=|f(x)—b <e).

Proposition 1 Si b existe, il est unique. On Uappelle la limite de f en a et on note lim f(x) = b ou simplement
r—ra

lim f = b, ou encore f(x) =% b.
a



Démonstration :

Supposons que f ait deux limites by et b2 en a, avec by # ba. Soit € un réel tel que 0 < & < @

SiaeR:

Il existe un 01 > 0 tel que, pour tout x € I, |z — a| < &1 implique |f(z) —b1] < &, et il existe un d2 > 0 tel que, pour tout = € I, |z —a| < d2

implique |f(z) — b2| < &.

Soit § = min(d1,d2). Si |z —a| < 0 on a donc & la fois |f(x) — b1] < € et |f(x) — b2| < e. Mais alors |ba — bi| = |b2 — f(z) + f(x) — b1] <

[f(z) — b2 + |f(z) —b1] < 2. Ore < @ donc 2e < |bg — by|. On obtient ainsi |by — b1| < |b2 — b1], ce qui est contradictoire.

Sia=+o0:

Il existe un A1 € R tel que, pour tout € I, x > A; implique |f(x) — b1| < €, et il existe un Az € R tel que, pour tout z € I, z > A»

implique |f(z) — b2| < €.

Soit A = max(A1,A2). Siz > A on a donc & la fois |f(z) — b1| < € et |f(z) — b2| < e. Mais alors |bg — b1| = |b2 — f(z) + f(z) — b1] <

[f(z) —b2| + |f(z) —b1] < 2. Ore < @ donc 2e < |ba — by|. On obtient ainsi |by — b1| < |b2 — b1|, ce qui est contradictoire. O

Remarques :

1) On peut toujours se ramener & une limite nulle : lim f(z) = b < lim(f(z) —b) = 0 & lim |f(z) — b = 0 (la
r—a

Tr—a Tr—a
définition de la limite est la méme dans tous les cas).

2) Si a est un réel non nul, on peut se ramener & une limite en 0 en posant x = a+h : lim f(z) =b < }lbin}) fla+h)=0b
T—a —

(la définition de la limite est la méme dans les deux cas).

e LIMITE INFINIE

Définition 3 Soit f : I — R une fonction. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). On dit que f admet
+oo pour limite en a si, pour tout A € R, il existe un voisinage de a sur lequel on a f(x) > A.

On note alors lim f(z) = 400 ou lim f = 400, ou encore f(z) == +oc.

Tr—ra a
Si a € R, cela revient & dire que pour tout A € R, il existe un § > 0 tel que pour tout © € I'N [a — §,a + ], on a
f(x) > A, ce que 'on peut écrire :

VA>0,36>0,Vzel,(|lx—a|<d= f(z) > A).

Si a = +00, cela revient a dire que pour tout A € R, il existe un B € R tel que pour tout « € I tel que x > B, on a
f(x) = A, ce que 'on peut écrire :

VAeR, dBeR, Vael, (x> B= f(z) > A).

Si a = —o0, cela revient a dire que pour tout A € R, il existe un B € R tel que pour tout x € I tel que x < B, on a
f(x) > A, ce que 'on peut écrire :

VAER, IBeR Vo el (x < B= f(z) > A).

Définition 4 Soit f : I — R une fonction. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). On dit que f admet
—oo pour limite en a si, pour tout A € R, il existe un voisinage de a sur lequel on a f(z) < A.

On note alors lim f(z) = —oo ou lim f = —o0, ou encore f(x) ¢ .
Tr—a a

3 Limite a gauche, limite a droite

Définition 5 Soit f: I — R une fonction. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R).

On dit que f admet une limite & gauche en a si la restriction de f & Uintervalle IN] — 0o, a] admet une limite en
a. Cette limite est alors notée lim f ou lim f(x) ou encore lim f(x).
a~ r—a~ %2@0

On dit que f admet une limite & droite en a si la restriction de f a Uintervalle I N)a,+oo[ admet une limite en a.
Cette limite est alors notée lim f ou lim f(x) ou encore lim f(x).

at z—a™t r—a

r>a
Proposition 2 Si lim f(x) =b, alors lim f(z) = lim f(z) ="b.
T—a T—a~ z—at
Remarque : La réciproque est fausse. Considérons par exemple, la fonction f définie sur R par f(x) =0siz # 0 et
f(0)=1. Alors lim f(x)= lim f(z) =0, mais lim f(z) n’existe pas.
z—0~ z—0t z—0



Définition 6 Soit f : I\ {a} — R une fonction (ot a € I). On dit que f admet une limite en a si fi;n]—oc,a €t
Ji1A)a,400] admettent la méme limite en a. Cette limite commune est alors appelée limite de f en a.

e, . sinx . sinz | o
On peut ainsi écrire, par exemple, que hrr%) —— =1 alors que la fonction z — —— n’est pas définie en 0.
xT—r x x

4 Propriétés
Proposition 3 Si f admet une limite finie en a (a € R), alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration :

Supposons que a € R. Soit b la limite de f en a. Par définition de la limite avec € = 1, il existe un § > 0 tel que, pour tout = € I tel que
|t —al <d,ona|f(xr)—bl <1,s0it b—1< f(x) <b+1: la fonction est donc bornée sur I N [a — §,a + §].

Supposons que a = +00. Soit b la limite de f en a. Par définition de la limite avec € = 1, il existe un A > 0 tel que, pour tout x € I tel que
z2A,ona|f(zx)—b <1,s0it b—1< f(z) <b+1: la fonction est donc bornée sur I N [A, +ool. O

Proposition 4 Si f admet b € RY U {+o0} pour limite en a, alors, pour tout réel ¢ tel que 0 < ¢ < b, il existe un
voisinage de a sur lequel on a f(x) > c.

En particulier, f prend des valeurs strictement positives au voisinage de a.

Démonstration : Il suffit d’appliquer la définition de la limite (avec € = b — ¢ si b est réel). O

5 Opérations sur les limites
e LIMITES FINIES

Dans toutes les propositions suivantes, f et g sont des fonctions définies sur I et a est un point de I ou une extrémité
de I (a € R). Les démonstrations sont faites dans le cas ol a € R.

Proposition 5 Soient by,by € R. Silim f = by et que lim g = by, alors lim(f + g) = by + ba.

Démonstration :
£

Soit & > 0. Par définition de la limite (appliquée & §), il existe un 81 > 0 tel que, pour tout = € I, |z — a| < d1 implique |f(z) —b1| < 5 e
il existe un d2 > 0 tel que, pour tout = € I, |z — a| < d2 implique [g(z) — b2| < 5.

Soit § = min(d1,d2). Si |z —a| < 4, on a alors | f(x) +g(z) — (b1 +b2)| = |(f(x) —b1) + (g(z) —b2)| < |f(z) —b1]|+|g(x) —b2| < 5§+ 5 <e. O
Proposition 6 Soient « € R et b € R. Silim f = b alors lim(af) = ab.

Démonstration :

g

Si a = 0 c’est immédiat. Supposons a # 0. Soit € > 0. Par définition de la limite (appliquée & W)’ il existe un & > 0 tel que, pour tout

z € I, |z — a| < ¢ implique |f(z) —b| < et donc |af(z) — ab| = |af.|f(z) — ] < ‘OC'\%I <e. O

ﬁT‘7
Proposition 7 Silim f =0 et que la fonction g est bornée au voisinage de a, alors lim(f x g) = 0.
a a

Démonstration :

£

La fonction g est bornée au voisinage de a, donc il existe 61 > 0 et M > 0 tels que, pour tout = € I, |z — a| < §1 implique |g(z)| < M.
I< a7

Soit & > 0. Par définition de la limite (appliquée & %), il existe un d2 > 0 tel que, pour tout z € I, |z — a| < d2 implique | f(x)

Soit § = min(d1,d2). Si |z —al < J, on a alors |f(x)g(x)| = [f(x)| X [g(z)| < M7 <e. O

Corollaire 8 Soient by,by € R. Silim f = by et que lim g = by, alors Um(f x g) = by X bs.
a a a

Démonstration :

On a f(z)g(z) — bib2 = f(z)g(z) — big(z) + big(z) — biba = (f(z) — b1)g(z) + b1(g(x) — b2). Or llm (f(:v) —b1) = 0 et g est bornée au
voisinage de a (car elle a une limite finie en a), donc 1i_r>n (f(x) —b1)g(z) = 0. D’autre part, hm (g(x) bz) =0, donc hm bi(g(z) —b2) =0.
Par conséquent liin (f(z)g(z) —b1b2) = 0.0 '

Proposition 9 Si hmf =b e R*, alors h

\\H

Démonstration :

Puisque b # 0, il existe, d’apres la proposition 4, un voisinage de a sur lequel f ne s’annule pas, donc sur lequel % est définie.

Supposons b > 0. Soit ¢ un réel tel que 0 < ¢ < b. D’aprés la méme proposition, il existe un §; > 0 tel que, pour tout = € I, |z — a| < &1
implique f(x) > c.
Soit € > 0. 1l existe un 2 > 0 tel que, pour tout = € I, |x — a| < d2 implique |f(z) — b| < bee.

b—f (=)

— f@)=bl ~ be

bf(z)

Soit § = min(d1,d2). Si |z —a| < §, on a alors ‘f(z) — —‘ = ‘




[ b

Corollaire 10 Silim f = by et que limg = by € R*, alors lim = = b
a a a g 2

e LIMITES INFINIES

On admet les résultats figurant dans les tableaux suivants. FI signifie forme indéterminée.

limf | limg | im(f x g) limf | limg | lim<
a a a a a a 9
limf | limg | lim(f + g)
2 2 2 (>0 | +o0 +00 (eER | 400 | 0
leR | +oo +00
<0 | 400 —00 +oo [ £>0] 400
feER | —o0 —00
+oo | 400 +00 +oo | OF +o0
+o00 “+00 “+00
—00 | —0 +o00 (>0 ot +o0
—00 | —o0 —00
400 | —00 —00 0 0 FI
400 | —oo FI
0 +o0 FI +o00 +o00 FI

6 Limite d’une fonction composée

Proposition 11 Soient f: I — R et g: J — R deuz fonctions telles que f(I) C J. Soient a,b,c € R. Silim f = b et
a

que lill)rng =c, alorslim go f = c.
a

Démonstration :
Il y a de nombreux cas & traiter selon que a, b et ¢ sont finis ou non. Supposons par exemple que a, b, c € R.
Soit € > 0. 1}iﬂabg(y) = ¢ donc il existe un § > 0 tel que, pour tout y € J, |y — b| < § implique |g(y) — c¢| < €. De méme, 9}13; f(z) = b donc
il existe un v > 0 tel que, pour tout = € I, |x — a| < v implique |f(z) — b] < §. Par conséquent, si |z — a| < v, alors |g(f(z)) —c¢| <e. O
1

1 1 1
Exemple : Soit a calculer lim ex.Ona lim — =0et limeY =1, donc lim ez =1.
xr— 400 r—+4o00 I y—0 r— 400

7 Caractérisation séquentielle de la limite

Proposition 12 Soient f : I — R une fonction et a,b € R. La fonction f tend vers b en a si et seulement si pour
toute suite (un) d’éléments de I qui tend vers a, la suite (f(uy)) tend vers b.

Autrement dit :

. _ N . _ . _
fi f0) = (o) € 17 (i =0 =t () =).
Démonstration : (Dans le cas ot a,b € R)

(=) Supposons que lim f(x) = b. Soit (un) une suite d’éléments de I telle que lim wu, = a. Montrons que lim f(un) =b.
T—a n—-+oo n—-+oo

Soit € > 0. Puisque lim f(z) =1b, il existe 6 > 0 tel que, pour tout z € I, |z — a| < ¢ implique |f(z) — b|] < €. De plus, lirE un, = a donc
r—a n— oo
il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a |up —a| < 4.

Sin > ng, on a donc |f(un) —b| <e.

(<) Supposons que pour toute suite (un) d’éléments de I telle que lim u, =a,ona lim f(up)=>. Montrons que lim f(z)=b.
n——+oo n—-+oo r—a
Soit € > 0. On veut montrer :
(x) F6>0,Vxel,(lx—al<d=|f(z)—b <e).
Supposons le contraire, i.e. :
Vé>0,3zel,(Jt—a|l<det]|f(x)—bl >e).

Soit n € N*. En prenant § = % dans ce qui précede, on voit qu’il existe un =, € I tel que |z, — a| <
ainsi une suite (zr) d’éléments de I.

et |f(zn) — bl > €. On construit

1
n

Pour tout n € N* on a |z, —a| < % donc la suite (z5) converge vers a, mais |f(xn) — b| > € donc la suite (f(zn)) ne converge pas vers b,

ce qui contredit notre premiére hypothese. Ainsi (x) est vérifié. O

Remarques :

1 1
1) On utilisera plus fréquemment cette proposition dans le sens direct. Par exemple lim sin— =0car lim — =0
n—-+00 n n—-+oo N
1 in L 1 sinx
et lim sinx = 0. De méme lim nsin— = lim Sml" =lcar lim — =0et lim = 1 (limite usuelle).
z—0 n—-+o0o n n—-+o0o P n—-+oo N z—0



2) Pour montrer qu’'une fonction f n’a pas de limite en a, on peut essayer de trouver deux suites (u,) et (v,) qui
tendent vers a et telles que les suites (f(uy,)) et (f(vy)) tendent vers des limites différentes.

Montrons par exemple que la fonction cosinus n’a pas de limite en +o0o. Considérons les suites de termes généraux
un = 2nm et v, = (2n+ 1)7. Ces deux suites tendent vers 400, mais lim cos(u,) = 1 alors que lim cos(v,) = —1.
n——+o0o n—-+00

Si la fonction cosinus avait une limite £ en +oo, alors les suites (cos(uy)) et (cos(vy,)) tendraient aussi vers £. Par
conséquent, lim cosx n’existe pas.
r—r 400

8 Limites et relation d’ordre

o PASSAGE A LA LIMITE
Proposition 13 Silim f = by, que limg = by (a € R, by,by € R) et que f < g au voisinage de a, alors by < by.
a a

Démonstration :

Si on avait by > bo, alors d’apreés la proposition 4 on aurait f(z) > g(x) au voisinage de a, ce qui est contraire aux hypotheses. O
Remarques :

1) Pour pouvoir faire un passage & la limite, il faut avoir démontré auparavant que les limites existent.

2) Un passage & la limite donne toujours une inégalité au sens large. Si on a f < g au voisinage de a, on ne peut pas
en déduire que by < by (considérer par exemple f:xz+— 0et g:x— % en +00).

e THEOREME DES GENDARMES

Proposition 14 Soient f,g,h : I — R trois fonctions telles que f < g < h au voisinage de a (a € R). Si lim f =
a

limh =0 (b eR), alors limg = b également.

a a

Démonstration :

Supposons que a € R. Soit € > 0. Il existe un 61 > 0 tel que, pour tout = € I, |z — a| < §1 implique |f(z) — b] < e. Il existe un d2 > 0 tel
que, pour tout z € I, |x — a| < d2 implique |h(z) — b|] < . Enfin, par hypothese, il existe un d3 > 0 tel que, pour tout z € I, |x — a| < 3
implique f(z) < g(x) < h(z).

Soit § = min(d1,d2,d3). Si |z —a] < J, on a alors f(z) —b < g(x) —b < h(x) — b, donc —e < g(x) — b < g, soit |g(x) — b < e.

La démonstration est analogue si a = +o0. O

Autres versions :

Proposition 15 Soient f,g: I — R deux fonctions telles que |f| < g au voisinage de a (a € R). Silimg = 0, alors
a
lim f = 0.
a

Démonstration : Il suffit d’écrire que —g < f < g et d’appliquer le résultat précédent. O

Proposition 16 Soient f,g: I — R deux fonctions telles que f < g au voisinage de a (a € R). Silim f = 400, alors
a

lim g = 4o00. Si limg = —o0, alors lim f = —c0c.
a a a

9 Limite d’une fonction monotone

Théoréme 17 (Théoréme de la limite monotone) Soit f : ]a,b[— R une fonction croissante (a,b € R). Alors :

(i) Si f est majorée, f admet une limite finie en b (égale a sup f). Sinon, liinf = +o0.
Ja,b[

(i1) Si f est minorée, f admet une limite finie en a (égale a ]inif[ f). Sinon, lim f = —oco.
a, a

(i11) f admet une limite finie ¢ gauche et d droite en tout point de lintervalle |a, b|.

Démonstration :

(i) Supposons que f est majorée. Alors s = sup f existe. Montrons que lilrynf =s.
Ja,b[

Soit &€ > 0. Le plus petit majorant de f est s donc s — & n’est pas un majorant de f. Il existe donc zo €]a, b[ tel que s — & < f(zp). Or la
fonction f est croissante, donc pour tout x € ]Jzo,b[, on a s —e < f(zo) < f(z) < s.

Ainsi, si b € R, en posant § = b — zg, on voit que pour tout = €]a,b[, si |x — b| < 4, alors |f(x) — s| < e. Si b= +00, on voit que pour tout
z €]a,b|, si x > xo, alors |f(z) — s| < &. Dans les deux cas, cela signifie que lilr)nf =s.

Supposons maintenant que f n’est pas majorée et montrons que liinf = 4o00.



Soit A € R. Puisque f n’est pas majorée, il existe zo € ]a, b[ tel que f(zg) > A. Or la fonction f est croissante, donc pour tout z € ]zo, b],
ona f(z) > A.

Ainsi, si b € R, en posant § = b — zp, on voit que pour tout z €]a, b, si |z — b| < J, alors f(z) > A. Si b = 400, on voit que pour tout
z €]a,b|, si x > xo, alors f(z) > A. Dans les deux cas, cela signifie que lizfnf = +4o00.

Le (ii) est analogue au (i), et pour le (iii) il suffit d’appliquer le (i) & f}}q,c[ (qui est majorée par f(c)) et le (i) & fjjc,p[ (qui est minorée
par f(c)) ol ¢ €la,b[. O

Remarque : On peut évidemment énoncer un théoréeme analogue pour les fonctions décroissantes.

II Continuité
1 Continuité en un point

Définition 7 Soit f : I — R une fonction. Soit a un point de I. On dit que f est continue en «a si lim f(z) = f(a).
r—a

\

S
-/

f continue en a f non continue en a

Exemple : La fonction partie entiére x — FE(x) est continue en tout point non entier, mais elle est discontinue en
tout point entier. En effet, si p € Z, alors lim FE(z) = p alors que lim FE(z) = p— 1, donc lim F(z) n’existe pas.
z—pt T—p~ T—p

Remarque : Si une fonction f est définie en un point a et qu’elle admet une limite finie en a, cette limite est
nécessairement égale & f(a) (preuve : prendre = a dans la définition de la limite). Par conséquent elle est continue
en a.

2 Continuité a gauche, continuité a droite

Définition 8 Soit f : I — R une fonction. Soit a un point de I. On dit que f est continue a gauche en a si la
restriction de f & I N ] — 00,a] est continue en a. On dit que f est continue a droite en a si la restriction de f a
I Na,4o0[ est continue en a.

Autrement dit, f est continue & gauche en a si lim f(z) = f(a) et elle est continue & droite en a si lim+ f(x) = f(a).
T—a— T—ra

Exemple : En tout p € Z la fonction partie entiere est continue a droite mais pas a gauche.

Proposition 18 [ est continue en a si et seulement si elle est continue a gauche et a droite en a.

3 Prolongement par continuité en un point

Définition 9 Soit f : I — R une fonction. Soit a € R une extrémité de I qui n’appartient pas a I. On dit que f est
prolongeable par continuité en a si elle admet une limite finie en a.

En posant f(a) égal a cette limite, on prolonge alors f en une fonction définie sur I U {a} (que ’on note encore f en
général) qui est continue en a.

sinx

Exemple : Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = . On sait que lir% f(x) =1 (limite usuelle), donc f est
X Tr—r
sinz _:
prolongeable par continuité en 0. En posant f(0) = 1 on obtient une fonction définie sur R par f(z) = { 1 9; ; ;1_:E07é 0

qui est continue en 0.

4 Continuité sur un intervalle

Définition 10 f: I — R est continue sur [ si elle est continue en tout point de I.



Interprétation graphique : f est continue sur I si on peut tracer sa courbe représentative sans lever le crayon.

L’ensemble des fonctions continues sur I est noté C(I,R) ou simplement C(I).

5 Opérations sur les fonctions continues

Proposition 19 Soient f,g: I — R deuz fonctions.

(i) Soit a € I. Si f et g sont continues en a, alors f + g, af (0w o € R) et f X g sont continues en a. Si, de plus,
g(a) # 0, alors 5 est continue en a.

(ii) Si f et g sont continues sur I, alors f+ g, af (ot a € R) et f X g sont continues sur I. Si, de plus, g ne s’annule

pas sur I, alors g est continue sur I.

Démonstration : Conséquences des théorémes sur les limites. O

On en déduit que les fonctions polynomiales sont continues sur R, et que les fonctions rationnelles (quotients de deux
fonctions polynomiales) sont continues la ou elles sont définies.

Proposition 20 Soient f : I - R et g: J — R deux fonctions telles que f(I) C J.
(i) Soit a € I. Si f est continue en a et que g est continue en f(a), alors go [ est continue en a.

(i1) Si f continue sur I et que g est continue sur J, alors go f est continue sur I.

Démonstration : Conséquence du théoreme sur la limite d’une fonction composée. [

Les fonctions usuelles étudiées au chapitre 4 sont toutes continues la ou elles sont définies. Les fonctions formées a
partir de ces fonctions au moyen des opérations précédentes le sont donc aussi.

Exercice 1 Etudier la continuité de la fonction f définie sur [0, 1] par f(z) = & si0<xz <1, f(0)=0et f(1)=0.

Proposition 21 Soient f : I — R une fonction et (u,) une suite d’éléments de I. Soit a € I. Si f est continue en a
et que la suite (uy,) converge vers a, alors la suite (f(uy,)) converge vers f(a).

Démonstration : Conséquence de la caractérisation séquentielle de la limite (proposition 12). O
Remarques :

1) Sans la continuité le théoreme est faux. Par exemple, lim L—%J = —1 et non 0.

li
n—-+oo
2) On utilise fréquemment cette proposition pour déterminer la limite d’une suite définie par une relation de la forme
Unt1 = f(uy) : sila suite (u,) converge vers ¢ et que f est continue en ¢, alors £ = f(¢).

6 Théoréme des valeurs intermédiaires

Proposition 22 Soit f : [a,b] = R une fonction. Si f est continue sur [a,b] et que f(a) et f(b) sont de signes
contraires, alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0.

Démonstration :
Supposons par exemple que f(a) < 0 < f(b).

On définit deux suites (an) et (bn) par récurrence de la maniére suivante.

On pose d’abord a0 =a 1
bo=10 |
an + b a. g a1,az ag ) i
Ensuite, pour tout n € N, on pose ¢, = % et on regarde le signe ! ! b b5 bbby
de f(cn). !
. a 1 =Cn . An+4+1 = Gn
Si f(en) < 0, alors on pose ot sinon on pose
f(en) <0, P bt = by P b1 = o
—a
Par récurrence immédiate on voit que b, — ap, = o pour tout n. Par conséquent nEToo(bn —an)=0.
. . . . . an +0b an +a .
De plus, la suite (an) est croissante puisque pour tout n, on a soit an41 = an, SOit any1 = n 3 n > i 2 L an, et la suite (by) est
P . . . an +b bn + b
décroissante puisque pour tout n, on a soit by41 = bn, soit by41 = % < n > LA bn.

Les suites (an) et (bn) sont donc adjacentes. Par conséquent elles convergent vers la méme limite. Notons-la ¢. On a ¢ € [a, b] et, puisque
f est continue, les suites (f(an)) et (f(bn)) convergent vers f(c). Or, par construction, on a f(an) < 0 et f(by) > 0 pour tout n, donc en
passant & la limite on obtient f(c) <0 et f(c) >0, d’ou f(c) =0.0



Remarques :

1) ¢ n’est pas forcément unique.

2) Sans la continuité le théoréme est faux : considérer par exemple la fonction f définie sur [0,2] par f(z) = 1 si
0<z<let flx)y=—-1sil<z<2

3) La méthode utilisée dans la démonstration s’appelle la dichotomie.

Théoreme 23 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit [ : [a,b] — R une fonction. Si f est continue sur [a,b],
alors pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe x € [a,b] tel que f(z) =y.

Autrement dit, toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b) sont atteintes par f.

Démonstration : Appliquer la proposition précédente a la fonction z — f(x) —y. O

7 Image d’un intervalle par une fonction continue

Proposition 24 L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration :

Soit I un intervalle et f une fonction continue sur I. On va montrer que, pour tous a,b € f(I), le segment [a, b] est inclus dans f([I).

Soient a,b € f(I). Il existe donc z,y € I tels que f(x) = a et f(y) = b. Mais alors, pour tout ¢ € [a,b], d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe z € [z, y] tel que f(z) = c. Or [z,y] C I, donc z € I, et donc c € f(I). O

Remarque : Attention : I'image d’un intervalle par une fonction continue n’est pas forcément un intervalle de méme
nature. Par exemple, I'image de I'intervalle | — 1, 2] par la fonction z +— 22 est 'intervalle [0, 4]. L’image de l'intervalle
] — 00, +00[ par la fonction sinus est 'intervalle [—1, 1].

On a cependant le résultat suivant (que 'on admet) :
Proposition 25 L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Attention : en général, f([a,b]) n’est pas égal a [f(a), f(b)]. Par exemple, 'image de 'intervalle [—2, 2] par la fonction
x + 22 est intervalle [0,4] et non l'intervalle [4, 4].

Corollaire 26 (Théoréme des bornes atteintes) Toute fonction continue sur un segment [a,b] est bornée sur [a,b], et
elle atteint ses bornes.

Cela signifie qu’il existe 1, x2 € [a, ] tels que f(x1) = [inlf] f et f(xa) =sup f.
@s [a,b]

f(z2) = max f

f(z1) = min f




8 Fonction réciproque d’une fonction continue strictement monotone

Proposition 27 Si f est une fonction continue et strictement monotone sur I, alors f définit une bijection de I dans
J = f(I), et sa réciproque f~—* est continue et strictement monotone sur J, de méme monotonie que f.

Démonstration :
On suppose que f est strictement croissante.

f I — J est surjective car J = f(I). Montrons qu’elle est injective. Soient y € J et soient z1, 2 € I deux antécédents de y par f. Si
z1 < w2, alors f(z1) < f(z2), soit y < y : impossible. Si x1 > z2, alors f(z1) > f(x2), soit y > y : impossible. Par conséquent 1 = z2. f
est donc injective.

Montrons ensuite que f~! est strictement croissante. Soient y1,y2 € J avec y1 < y2. Soient x1 = f~1(y1) et z3 = f~1(y2). Si on avait
1 > 2 alors on aurait f(xz1) > f(z2), soit y1 > y2 : impossible. Par conséquent, x1 < z2. f~1 est donc strictement croissante.

Montrons enfin que f~1 est continue. Soit b € J et soit a = f~1(b). Soit € > 0. Alors, pour tout y € J :
T -0l <sewa—e< [Ty <ates fla—e) <y< flate)
en supposant que a — € et a + ¢ sont dans I, sinon on a immédiatement a — e < f~1(y) (resp. f~ (y) < a +¢).
Posons donc § = min(b — f(a —¢),f(a+¢€) —b). Alorssi [y —b| < d,onab—38 <y <b+4,dol fla—e) <y < fla+e), et donc
lF~ ) — 1)l <e. O

Corollaire 28 Si f est continue et strictement monotone sur [a,b] et que f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors
il existe un unique ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0.

Démonstration :

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, 0 admet un antécédent par f. De plus, f est bijective, donc cet antécédent est unique. [

IIT Notions sur les fonctions a valeurs complexes
1 Définitions

On consideére ici des fonctions définies sur un intervalle I de R & valeurs dans C.

On note F(I,C) ou C! ensemble des fonctions de ce type.

Définition 11 Soit f : I — C une fonction a valeurs complexes. La partie réelle de f est la fonction Re f : I — R
définie par (Re f)(z) = Re(f(x)). La partie imaginaire de f est la fonction Im f : I — R définie par (Im f)(z) =
Im(f(x)). La fonction conjuguée de f est la fonction f: 1 — C définie par f(z) = f(x).

Exemple : Soit f(z) = (3 + ix)egc*ifﬁ. On peut écrire f(z) = (3 + z'a:)e””e*“”2 = €%(3 + iz)(cos 2?2 — isinz?), donc
(Re f)(z) = e®(3cos2? + wsinz?) et (Im f)(z) = e®(2 cos 22 — 3sin2?). Par ailleurs, f(z) = (3 — iz)e®ie”.

Il n’y a pas d’ordre dans C, donc on ne peut pas parler ici de fonction majorée ou minorée. En revanche on peut définir
la notion de fonction bornée :

Définition 12 f: T — C est bornée s’il existe un réel positif M tel que |f(z)| < M pour tout x € I.

Dans le plan complexe, cela revient a dire que les images par f des éléments de I appartiennent au disque de centre
O et de rayon M.

Proposition 29 f: 1 — C est bornée si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont bornées.

2 Limite d’une fonction a valeurs complexes

Définition 13 Soit f : I — C une fonction. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). Soit b un compleze.
On dit que f admet b pour limite en a si, pour tout € > 0, il existe un voisinage de a sur lequel on a |f(x) —b| < €.

La définition est la méme que pour les fonctions & valeurs réelles en remplagant la valeur absolue par le module.

Proposition 30 Si b existe, il est unique. On l’appelle la limite de f en a et on note lim f(z) =b ou simplement

r—a
lim f = b.

On peut définir la notion de limite a gauche et a droite en un point, mais écrire que lim f = 400 ou —oco n’a aucun
a

sens pour une fonction a valeurs complexes puisqu’il n’y a pas d’ordre dans C.

Les propositions suivantes permettent de se ramener a des limites réelles.



Proposition 31 lim f = b si et seulement si lim |f —b| = 0.
a a

Proposition 32 f: I — C admet une limite en a si et seulement si Re f et Im f admettent une limite en a. Dans ce
cas, lim f = lim(Re f) + ¢ im(Im f).
a a a

Démonstration : Utiliser la proposition précédente, les inégalités | Rez| < |z| et |Im 2| < |2 et 1égalité |2| = v/Re? z + Im? 2. O
Proposition 33 Silim f = by et que lim g = by, alors lim(f+g) = by +be, limaf = aby (ot a € C), etlim fg = bybs.
a a a a a
Si bay # 0, alors lim £ = Z—l.
a 9 2
Démonstration : Passer aux parties réelle et imaginaire. O
Proposition 34 Si f: I — C admet une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration : Passer aux parties réelle et imaginaire. [

Remarque : Les propositions portant sur les fonctions & valeurs réelles qui font intervenir la relation d’ordre (passage
a la limite, théoréme des gendarmes, limite d’une fonction monotone) ne sont plus valables dans C puisqu’il n’y a pas
d’ordre.

3 Continuité

Définition 14 f : I — C est continue en a € I si lim f(x) = f(a). f est continue sur I si elle est continue en
T—a

tout point de I.

On note C(I,C) I’ensemble des fonctions continues sur 1.

D’apres les théoremes sur les limites :
Proposition 35 f: I — C est continue en a (resp. sur I) si Re f et Im f sont continues en a (resp. sur I).

Proposition 36 Si f et g sont continues en a (resp. sur I), alors f + g, af (ot « € C) et f X g aussi. Si, de plus,
g(a) #0 (resp. g ne s’annule pas sur I), alors g est continue en a (resp. sur I).
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