Chapitre 9

DERIVATION

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

I Dérivabilité en un point

1 Dérivabilité en un point

Définition 1 Soit f : I — R une fonction. Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si le rapport M
admet une limite finie quand x tend vers a. Celte limite est alors appelée dérivée de f en a (ou nombre dérivé
d
de f en a) et est notée f'(a) ou d—f(a).
x

f(z) = f(a)

Le rapport est appelé taux d’accroissement de f entre a et z.

Remarque : Si a # 0, on peut se ramener a une limite en 0 en posant x = a + h. Ainsi, f est dérivable en a si et

fla+h) = f(a)

seulement si le rapport admet une limite finie en 0.

h
Exemple : Soit la fonction f : [0, +00[— R définie par f(x) = /z.
- 1
Dérivabilité en 0 : lim M = lim @ = lim — = 400, donc f n’est pas dérivable en O.
z—0 x—0 z—0 X z—0 \/E
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f est dérivable en a et f'(a) =

=57

, donc

2 Dérivabilité a gauche ou a droite en un point

Définition 2 Soit f : I — R une fonction. Soit a € I. On dit que f est dérivable a gauche (resp. & droite) en a

f(z) = f(a)

si le rapport admet une limite finie a gauche (resp. a droite) en a. Cette limite est alors appelée dérivée

a
de f & gauche (resp. & droite) en a et est notée fy(a) (resp. fi(a)).
Proposition 1 f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en a et que fy(a) = fj(a).

Exemple : Soit la fonction f: R — R définie par f(z) = |z|.

. — f(0 i — f(0

Etudions la dérivabilité de f en O : M = m = Lsi v >0 . Par conséquent, lim M =1let
z—0 x —1lsiz<0 =0t T —

lim f@) = /0 = —1 (et lim f@) = /0 n’existe pas).

z—0— x—0 z—0 x—0

La fonction f est donc dérivable a gauche et a droite en 0, f;(0) = —1 et f;(0) = 1, mais f n’est pas dérivable en 0.

3 Dérivabilité et continuité

Proposition 2 Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Démonstration : lim (f(z) — f(a)) = lim f@) = f@) X
T—a T—a xr—a

(x —a) = f'(a) x 0 =0, donc a}lglaf(a:) = f(a). O

Remarque : La réciproque est fausse. Contre-exemples :

— La fonction z + /z est continue en 0 (car lir% vz = 0 =+/0), mais elle n’est pas dérivable en 0.
T—>

— La fonction z + |z| est continue en 0 (car lin%) |z| = 0 =0]), mais elle n’est pas dérivable en 0.
z—



1
— La fonction f définie sur R par f(x) = xsin — si  # 0 et f(0) = 0 est continue en 0 (car pour tout z € R on
x

— f(0 1
a |f(z)] < |z| donc lim0 f(z) = 0= f(0)), mais elle n’est pas dérivable en 0 car L(J)c() = sin — n’a pas de limite
T— Tr — T
en 0.

4 Développement limité d’ordre 1

Proposition 3 Soit f : I — R une fonction. Soit a € I. Alors f est dérivable en a si et seulement si il existe deux
réels Ao, A1 et une fonction € : I — R tels que, pour tout x € I,

f(@) =20+ Xi(z —a) + (x - a)e(x)

avec lim e(x) = 0. Dans ce cas, Ao = f(a) et A\ = f'(a).

T—ra

Démonstration :

f'(@)(x — a) + (x — a)e(z) donc f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(z).
Supposons que f(z) = Ao + Ai(z — a) + (z — a)e(x) avec l}glae(:c) = 0. Alors f(a) = Ao et a}gqa w =

Supposons que f est dérivable en a. Posons e(z) = w — f'(a) si z # a et e(a) = 0. Alors li_r>n e(z) = 0, et f(z) — f(a) =

lim A (z—a)+(z—a)e(x) _
z—a r—a

ligi (A1 +&(x)) = A1, donc f est dérivable en a et f'(a) = A1. O
Remarque : Il est souvent utile d’écrire ce développement limité sous la forme
fla+h) = f(a) + f'(a)h + he(h)

ol ilLlE% g(h) =0.
5 Interprétation graphique
Soit f : I — R une fonction. On note Cy sa courbe représentative dans un repere du plan. Soit a € I.
o TANGENTE
On suppose que f est dérivable en a.

Soit A le point de C; de coordonnées (a, f(a)) et, pour € I, soit M le point de coordonnées (z, f(x)). Alors le
yu —ya _ f(x) = fla)

coefficient directeur de la droite (AM) est
Ty — XA r—a

Ainsi, lorsque z tend vers a, le coefficient directeur de la droite (AM) tend vers f’(a).

Définition 3 On appelle tangente a Cy en A la droite passant par A et de coefficient directeur f'(a).
On peut donc considérer la tangente comme la limite des droites (AM) lorsque M tend vers A, et :
Proposition 4 Une équation de la tangente a Cy en A est y = f(a) + f'(a)(x — a).

e DEMI-TANGENTES

Définition 4 Si f est dérivable & gauche (resp. a droite) en a, alors on dit que la demi-droite passant par A(a, f(a))
et de coefficient directeur f(a) (resp. fj(a)) est une demi-tangente & C en A.



A

Exemple : A 'origine, la courbe représentative de la fonction z — |z| n’a pas de tangente, mais deux demi-tangentes
de coefficients directeurs respectifs 1 et —1.

e TANGENTE VERTICALE

Définition 5 Si [ est continue en a et que lim M

= +o0, alors on dit que C a une (demi-)tangente
r—a Tr—aQa

verticale en A.

La limite peut aussi étre en a® ou en a~.

-0
Exemple : La courbe représentative de  — /z a une demi-tangente verticale & l'origine car lim u = 4o00.

z2—=0 x—0

II Dérivabilité sur un intervalle
1 Définition

Définition 6 f : I — R est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. On appelle alors (fonction)

af .

dérivée de f lapplication notée [’ ou 21U a tout x de 1, associe f'(x) la dérivée de f en x.
x

Exemple : La fonction f : x — /z est dérivable sur |0, +o00[, et sa dérivée est la fonction f': x+— ——=.

2V

2 Dérivées successives

Si f est dérivable sur I, on peut définir sa fonction dérivée f’. Si f’ est elle-méme dérivable sur I, alors on peut définir
d2
sa fonction dérivée (f’)" : on l'appelle dérivée seconde de f et on la note f” ou d—‘z
x

Plus généralement on définit par récurrence les dérivées successives de f :
— On pose fO = f.
— Si f(") est définie et dérivable sur I, on pose f(*tD = (f(™)y

mn
La fonction f(™ est appelée dérivée n¢ de f sur I, ou dérivée d’ordre n de f sur I. On peut la noter aussi e
x

Soit @ € I. On dit que f est n fois dérivable en asi f, f/,..., f 1) sont définies au voisinage de a, et si ("1 est
dérivable en a (pour pouvoir étudier la dérivabilité d’une fonction en un point, elle doit étre définie au voisinage de ce
point).



3 Fonctions de classe C*

Définition 7 Soit f : I — R une fonction.
On dit que f est de classe C° sur I si elle est continue sur I.
On dit que f est de classe C* sur I (k € N*) si elle est k fois dérivable sur I et que f) est continue sur I.

On dit que f est de classe C* sur I si elle est indéfiniment dérivable sur I.

On note C*(I) I'ensemble des fonctions de classe C* sur I.
Par exemple, une fonction de classe C' est une fonction dérivable et dont la dérivée est continue.
Remarque : Il existe des fonctions dérivables qui ne sont pas de classe C!, c’est-a-dire dont la dérivée n’est pas

1
continue. Considérons par exemple la fonction f : R — R définie par f(z) = z?sin— si @ # 0 et f(0) = 0. On
x

— f(0 1
a lim f(@) = £(0) = lim xsin; = 0, donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. Les résultats du paragraphe suivant

z—0 x—0 z—0
1 1
montrent que f est dérivable sur R* et que, pour tout = # 0, f'(x) = 2xsin — — cos —. Ainsi f/ n’a pas de limite en 0,
x x

et donc elle n’est pas continue en 0.

IIT Opérations sur les dérivées
1 Addition

Proposition 5 Soient u,v : I — R deux fonctions. Soit a € 1.
(i) Siwu et v sont dérivables en a, alors u + v aussi, et (u+ v)'(a) = u'(a) + v'(a).
(ii) Si u et v sont dérivables sur I, alors u+ v aussi, et (u+v) =u +v'.
(ii) Siu et v sont n fois dérivables en a, alors u+ v aussi, et (u+ v)™ (a) = u™ (a) + v (a).
(iv) Siu et v sont de classe C¥ sur I, alors u + v aussi.

Démonstration :

— u/(a)+v'(a). Le (ii) est immédiat, le (iii) se démontre

Pour (i), il suffit d’écrire que (ut U)(CC; : ((lu +v)(@) = u(z; : Z(a) + v(zz) : Z(a)

par récurrence. Enfin, pour le (iv), u + v est k fois dérivable sur I et (u + v)*) = u*) 4 v(*¥) est continue sur 1. O

2 Multiplication par un réel

Proposition 6 Soit u: I — R une fonction. Soit a € I. Soit a un réel.
(i) Siu est dérivable en a, alors au aussi, et (au)'(a) = au'(a).
(ii) Si w est dérivable sur I, alors au aussi, et (qu)’ = au’.
(i4) Siu est n fois dérivable en a, alors au aussi, et (au)™ (a) = au™ (a).
(iv) Si u est de classe C* sur I, alors au aussi.
Démonstration :
(au)(z) — (au)(a) _ u(z)—u(a)

Pour (i), il suffit d’écrire que =« — au/(a). Le reste s’en déduit facilement. O
T—a T —a

3 Multiplication

Proposition 7 Soient u,v : I — R deux fonctions. Soit a € I.
(i) Siu et v sont dérivables en a, alors u X v aussi, et (u X v)'(a) = v (a) X v(a) + u(a) x v'(a).
(1) Siw et v sont dérivables sur I, alors u X v aussi, et (u X v) =u X v+uxv.
(i7i) (Formule de Leibniz) Si u et v sont n fois dérivables en a, alors u X v aussi, et :

n

(uxv)™(@) =Y (Z) w8 (g)u®) (a).

k=0

(iv) Siu et v sont de classe C¥ sur I, alors u x v aussi.



Démonstration :

(uxv)(x) = (uxv)(a) _ u@)o(@)—ul@)v(z) +u(a@)o(z) —u(@)v(a) _ (u(z)—u(a))v(z) + u(a)(v(z) —v(a))

Pour (i), on écrit = =

r—a r—a r—a
:Mv(z)+u(a)

v(z) — v(a)

xr—a r—a

— u/(a)v(a) + u(a)v’(a) (v est continue en a). Le (ii) s’en déduit immédiatement.

Pour le (iii), on raisonne par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est le (i).

Soit n € N*. Supposons la formule vraie au rang n, et montrons-la au rang n + 1.

Soient donc u et v deux fonctions n + 1 fois dérivables en a. Cela signifie que u, v/, ..., u(™ et v,v’,...,v(™ sont définies sur un voisinage
V de a, et que u(™ et v(™) sont dérivables en a.

n
n
Par hypothése de récurrence, pour tout 2 € V, u x v est n fois dérivable en x et (u x v)(")(z) = Z (k) u{" ") (2)v(®) (2) : la fonction
k=0
(u x v)("> est donc définie sur V, et elle est dérivable en a puisque les fonctions u(=F) et v(¥) le sont toutes. En dérivant on obtient :

(u x )"V (a)

NE

(Z) (u("*kJrl)(a)v(k)(a) + u("*’”(a)v(“l)(a))

£
I
<}

I
Ms

(=000 + 35 (b0 e

ES
Il
o

I
M:

<k> wP D ()0 ) (a) + Z < ) (n=k+1) (g)v(¥) (a) (changement d’indice dans la deuxiéme somme)

£
Il

0
n

- GW“Wm@@+§Q)”“” O+ 3 (2 0+ (YO e

— u(n+1)( ) (O) +

NE

() + ( ) ) ) w" D (@™ (@) + u® (@ (a)

k=1

k
= u (@) (a (n 1) (n=k+1) (3)v®) (a) 4+ u(® (a)v™ 1 (a) (formule de Pascal)

HM:

n+1
_ Z (’I’LZ— 1)u("*k+1)(a)v(k)(a),
k=0

ce qui acheve la récurrence.

k
Enfin, pour le (iv), u X v est k fois dérivable sur I et (u x v)(k) = Z (

)u(kfp)v@) est continue sur I car les u(*=P) et les v(P) le sont. O
D

p=0

Exercice 1 Calculer la dérivée n¢ de la fonction z — ze®.

4 Inverse, quotient

Proposition 8 Soient u,v : I — R deux fonctions. Soit a € 1.

1 1 '
(i) Siw est dérivable en a et que u(a) # 0, alors — est dérivable en a, et | — | (a) = — u(a)

u u u?(a)

’ / _ /
(#i) Si u et v sont dérivables en a et que v(a) # 0, alors % est dérivable en a, et (E) (a) = 4 (a)v(az))z(a?(a)v (@)
v
1 ! u’

(i4i) Si u est dérivable sur I et qu’elle ne s’annule pas, alors w est dérivable sur I, et (u) =2

u wy’  vv—u
(iv) Si u et v sont dérivables sur I et que v ne s’annule pas, alors — est dérivable sur I, et (7) _—
v v

u
(v) Siu et v sont de classe C* sur I et que v ne s’annule pas, alors — est de classe C* sur I.
v

Démonstration : L |
- u(a) — u(z u(z) — u(a 1 u(a
(i) w est continue en a et u(a) # 0 donc u(x) # 0 au voisinage de a, et u(@)  ula) _ (a) (@) =- @) (a) _ () .
zT—a (z — a)u(z)u(a) z—a u(z)u(a) u?(a)
u 1
(ii) On écrit que — = u X — et on applique le (i) et la formule de dérivation d’un produit.
v v
(v) On raisonne par récurrence sur k € N. Pour k = 0, c’est un résultat sur les fonctions continues.
Soit k € N. Supposons la propriété vraie au rang k, et montrons-la au rang k + 1.
u\/ wv—u
Soient donc u et v deux fonctions de classe C¥11. Alors u/v—wuv’ et v2 sont de classe C*, donc par hypothése de récurrence (7> =—
v v

. 7 u . N 7
aussi, et par conséquent — est de classe C*¥t1, ce qui achéve la récurrence. O
v



5 Composition

Proposition 9 Soient f: 1 - R et g:J — R deux fonctions telles que f(I) C J.

(i) Si [ est dérivable en a € I et que g est dérivable en f(a), alors g o [ est dérivable en a, et (go f)(a) =
9'(f(a)) x f'(a).
(7i) Si f est dérivable sur I et que g est dérivable sur J, alors go f est dérivable sur I, et (go f) = (g’ o f) x f.

(iii) Si f est de classe C* sur I et que g est de classe C* sur J, alors go f est de classe C* sur I.

Démonstration :

(i) On va utiliser les développements limités d’ordre 1 (proposition 3).

La fonction f est dérivable en a, donc il existe une fonction ¢ : I — R telle que f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(x) pour tout = € I,

avec e(z) =5 0.

De méme, g est dérivable en f(a), donc il existe une fonction n : J — R telle que g(y) = g(f(a)) + ¢’ (f(a))(y — f(a)) + (y — f(a))n(y) pour
y—f(a)

tout y € J, avec n(y) = — 0.

Alors pour tout z € [ on a :

9(f(z)) 9(f(a)) + g’ (f(a))(f(2) = f(a)) + (f(x) — f(a))n(f(2))
9(f(a)) +¢'(f(a)(f'(a)(z — a) + (z — a)e(x)) + (f'(a)(z — a) + (z — a)e(x))n(f(x))
= g(f(a)) + 4 (f()f'(a)(z — a) + (z — a){(x),

r—a

ou ((z) = ¢'(f(a))e(z) + (f'(a) + e(x))n(f(x)) — 0, ce qui prouve que g o f est dérivable en a et que (go f) (a) = ¢'(f(a))f'(a).
(iii) On raisonne par récurrence. Pour k = 0, c’est un résultat sur les fonctions continues.

)
)

Soit k € N. Supposons la propriété vraie au rang k, et montrons-la au rang k + 1.

Soient donc f et g deux fonctions de classe C*t1. Alors f/, g et ¢’ sont de classe C*, donc par hypothese de récurrence f’ o g aussi, et

(f' o g) x g’ également. Par conséquent f o g est de classe C¥t1, ce qui achéve la récurrence. O

6 Application réciproque

Proposition 10 Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur I (f définit donc une bijection
de I sur f(I)).

1
(i) Si f est dérivable en a € I et que f'(a) # 0, alors f=1 est dérivable en f(a), et (f~1)(f(a)) = )
a
1
(ii) Si f est dérivable sur I et que f' ne s’annule pas sur I, alors f~=% est dérivable sur f(I), et (f~1)" = o
o

(iii) Si f est de classe C* sur I et que f' ne s’annule pas sur I, alors f~1 est de classe C* sur f(I).

Démonstration :

ontrons (i). Pour tou a) on peut écrire 71y = 71 (f(a) _ ') — (@) _ 1
Montrons (i). Pour tout y # f(a) on peut v— f(a) FUf~1w) — f(a) U W) — f(a)

f7 ) = 71 (f(a))

(car f~1(y) # a).

—1 _ _
En posant x = f~!(y), on a lim f(lf W) T f(a) = lim f(@) = f(a) = f'(a), d’ou le résultat.
v=f(@) [7Hy) = f7H(f@)) 27 z—a
Le (ii) se déduit immédiatement du (i), et pour le (iii) on raisonne par récurrence. Pour k = 0, c’est un résultat sur les fonctions continues.
1
Soit k € N. Supposons que f est de classe C*t1 et que f’ ne s’annule pas. Alors f~1 est dérivable et (f~1) = W Or f’ et f~1 sont
o

de classe C*, donc f’ o f~1 aussi et donc (f~1)" également. Ainsi f~! est de classe C**1, ce qui acheéve la récurrence. [

7 Dérivées usuelles

f@)| f'(x) | Dp f(x) f'(x) Dy

% | az® 1 ]]0,+oo] sinz cos T R

N NG 10, +o00] cos T —sinz R
1 1 9 m
Inz — 10, +o0] tanz | ——— =1+tan"x R\{—+k7r|k€Z}
T Cos® T 2
1
e’ e* R cotw | ——5— = —1—cot?z R\ {kr|k € Z}
sin” z




f(x) f'(x) Dy f(x) f'(x) Dy
sha chz R Arcsinz 1 |—1,1]

V1— 22 '

1
chz shz R Arccosz | ——— | ] —1,1
it
1 1
the | ——=1- th®z | R Arctan x R
ch”“z 1+ 22

IV Applications de la dérivation
1 Extremum local d’une fonction

Définition 8 Soit f : I — R une fonction. Soit a € I.

On dit que f admet un maximum local en a s’il existe un voisinage V' de a tel que f(z) < f(a) pour tout x € V.

<
On dit que f admet un minimum local en a s’ existe un voisinage V de a tel que f(x) > f(a) pour tout x € V.

Proposition 11 Soit f : I — R une fonction. Soit a un point de I qui n’est pas une extrémité de I. Si f est dérivable
en a et qu’elle y admet un extremum local, alors f'(a) = 0.

Démonstration :
Supposons que f admet un maximum local en a (le raisonnement est analogue pour un minimum). Il existe donc un voisinage V' de a dans
I tel que f(z) < f(a) pour tout =z € V.

Soit z € V. Si z < a, alors w > 0. Or lim w = f’(a), donc f’(a) > 0. De méme, si z > a, alors w < 0 et

T—a

lim w = f'(a), donc f’(a) < 0. Par conséquent f’(a) = 0. O

Tr—ra

Remarque : La réciproque est fausse. Par exemple, la fonction z — 22 n’a pas d’extremum local en 0 bien que
sa dérivée z — 322 s’annule en ce point.

2 Théoreme de Rolle

Théoreme 12 Soit f : [a,b] — R une fonction. Si f est continue sur [a,b], qu’elle est dérivable sur |a,b| et que
f(a) = f(b), alors il existe ¢ € |a,b] tel que f'(c) = 0.

Interprétation graphique : Il existe ¢ € ]a, b tel que la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse ¢
est horizontale.

Démonstration :

f est continue sur [a, b], donc elle est bornée et elle atteint ses bornes : il existe c1,ca € [a,b] tels que f(c1) = sup f et f(c2) = [inf] f.
[a,b] ab
Sic1 ou c2 € Ja,b[, alors f’ s’annule en ce point d’apres la proposition précédente. Sinon, puisque f(a) = f(b), c’est que la fonction f est

constante, et donc f/ est nulle. (]

3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 13 Soit f : [a,b] — R une fonction. Si f est continue sur [a,b] et qu’elle est dérivable sur |a,b|, alors il
f() = f(a)

existe ¢ € la, b| tel que f'(c) = b—a



[<) S—
Ak — — — =
[

Interprétation graphique : Soient A et B les points de coordonnées respectives (a, f(a)) et (b, f(b)). Le coefficient
YB —Ya f(b) — f(a)

directeur de la droite (AB) est = b . Il existe donc ¢ € ]a,b] tel que la tangente & la courbe
Tp—1TA —a

représentative de f au point d’abscisse ¢ est parallele a la droite (AB).

Démonstration :
L’idée est d’appliquer le théoréme de Rolle & la fonction qui représente 1’écart entre la droite (AB) et la courbe.

Soit M(z,y) un point de (AB). L’égalité % = % donne %(f) = W, soit y = f(a) + W(m —a).

On pose donc g(z) = f(x) — <f(a) + W(x — a)). La fonction g est, comme f, continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, et on a
g(a) = g(b) = 0.
Par le théoréme de Rolle, il existe donc ¢ € ]a, b] tel que g’(¢) = 0. Or ¢’(c) = f/(c) — W, donc f'(c) = W. O

4 Inégalité des accroissements finis

Premiere version :

Théoreme 14 Soit f : [a,b] — R une fonction. Si f est continue sur [a,b], qu’elle est dérivable sur |a,b] et qu’il
existe deux réels m et M tels que m < f'(z) < M pour tout x € |a,b[, alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Démonstration :

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € ]a, b[ tel que f'(c) = W Par conséquent m < w < M, d’ou le
résultat. O

ISH

1
Exercice 2 Montrer que : Vz € |0, +oo], e <In(z+1)—Inz <
T

Deuxieme version :

Théoreme 15 Soit f : I — R une fonction dérivable. On suppose qu’il existe un réel positif M tel que |f'(x)] < M
pour tout x € I. Alors, pour tous a,b € I, on a |f(b) — f(a)] < M|b—al.

Démonstration :
D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € ]a, b[ (ou ]b, a[) tel que f/(c) = W. Par conséquent )W < M, d’ou

le résultat. O

Remarque : Une fonction f : I — R telle qu’il existe un réel M € RT tel que |f(z) — f(y)| < M|z — y| pour tous
z,y € I est dite M —lipschitzienne.

2
u
Exercice 3 On consideére la suite (uy,)nen de premier terme ug = 0 et telle que : Vn € N, upy =1 — f
2
, x
1) a) Etudier et représenter la fonction f définie sur R par f(z) =1 — R

b) Montrer que f a deux points fixes, que 'on notera « et 3 (avec a > 0).

c) Représenter les premiers termes de la suite (u,,) & I’aide de Cy et de la droite d’équation y = . Que peut-on
conjecturer ?

2) a) Montrer que : Vn € N, u,, € [0,1].

b) Montrer que : Yz € [0,1], | f'(z)] <

N |

1
c¢) Montrer que : Vn € N, |u,41 — af < §|un —al.

d) Montrer que : Vn € N, |u, —a| < 2—n|u0 — al, et conclure.



5 Théoréeme de limite de la dérivée

Théoréme 16 Soit f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I\ {a} (ot a € I). Si f admet une limite

¢ (finie ou infinie) en a, alors lim M =/.

r—a T — Qa
En particulier, si £ € R, alors f est dérivable en a et f'(a) = L.

Démonstration :

z) — f(a
Soit ¢ € I avec > a. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe un ¢ € |a, z[ tel que f/(c) = M
T—a

Pour tout > a de I on choisit un tel ¢, que ’on note ¢(z). On a a < ¢(z) < x, donc par le théoréme des gendarmes lim c(z) = a.
Tr—a

z) — f(a
Par conséquent lim f@) = fla) = lim f'(c(x)) = ¢ (limite d’'une composée).
r—at r—a z—at
z) — f(a
En raisonnant de maniére analogue on montre que lim M =/, et on peut conclure. [J
Tr—a~ xr—a

Corollaire 17 Soit f : I — R une fonction continue sur I et de classe C* sur I\ {a} (ou a € I). Si f' admet une
limite finie en a, alors f est de classe C' sur I.

Démonstration : D’aprés le théoréme précédent, f est dérivable en a et f/(a) = lim f’(zx), donc f’ est continue en a. O
r—a

1
Exercice 4 Montrer que la fonction f définie sur [0, 4+o0o[ par f(z) =e = si z # 0 et f(0) = 0 est de classe C* sur
cet intervalle.

6 Sens de variation d’une fonction dérivable

Soit I un intervalle de R. On note J l'intervalle obtenu en enlevant les bornes de I (par exemple, si I = [2,3[ alors
J =12,3]).

Soit f : I — R une fonction. Il est clair que :

(i) f est croissante sur I si et seulement si, pour tous x,y € I (avec x # y),

(ii) f est décroissante sur I si et seulement si, pour tous z,y € I (avec x # y),

La dérivée étant la limite du taux d’accroissement, on en déduit :

Théoréme 18 Soit f: I — R une fonction continue sur I et dérivable sur J. Alors :
(i) f est constante sur I si et seulement si, pour tout x € J, f'(x) = 0.
(i1) f est croissante sur I si et seulement si, pour tout x € J, f'(z) > 0.

(i1i) f est décroissante sur I si et seulement si, pour tout x € J, f'(x) <O0.

Démonstration :
r—a

(=) (i) Soit a € J. Alors pour tout z # a, f@)=fla) _ 3% = f'(a).

r—a
. : f(@)—f(a) i f@—fla) _
(ii) Soit a € J. Alors pour tout x # a, ==~ > 0 donc Jgna === =f(a) 2 0.
(iii) Soit a € J. Alors pour tout z # a, W < 0 donc lim W = f'(a) < 0.
r—a
(<) Soient z,y € I. f est continue sur [z,y] (ou [y, z]) et dérivable sur |z, y[, donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe

c € |z, y[ tel que f'(c) = W

(i) Si f’(c) = 0 alors f(z) = f(y), (ii) si f/(c) = 0 alors w > 0 et (iii) si f/(c) <0 alors % < 0, et le résultat s’ensuit. OJ

Proposition 19 Soit f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur J. f est strictement croissante sur I si
et seulement si f' > 0 sur J et que f' ne s’annule sur aucun intervalle ]a,b[ C J.

En particulier, si f/ > 0 sur J et qu’elle ne s’annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante
sur [.

Le fait que f est strictement croissante sur I n’implique pas que lon ait f/ > 0. Par exemple, la fonction x — 22 est
strictement croissante sur R bien que sa dérivée  — 322 s’annule en 0.



V Fonctions convexes
Un résultat préliminaire important :
Proposition 20 Soient x et y deux réels tels que x < y. Alors

[z,y] = {(1 =N+ Ay, A €[0,1]}.

Démonstration :

On raisonne par double inclusion.

t —
Soit ¢ € [z,y]. On voit que t = (1 — A)xz + Ay si et seulement A = x

y—x
Soit A€[0,1]. Ona (1 —-XNz+Ady=2+Ay—z).Or0< ANy—2z)<y—zdoncz <z+A(y—2z) <yetdonc (1 —-XNz+ Ay € [z,y]. O

qui est bien dans [0,1] car 0 <t —z <y — z.

1 Définition
Définition 9 Soit f : I — R une fonction. On dit que f est convexe si :
V(z,y) € 2,V A€ [0,1], f((1 = Nz +Ay) < (1= A)f(2) + Af ().
On dit que f est concave si —f est conveze.

Interprétation géométrique :

()

(L= f(z) +Af(y)

f(z)
F((L =Nz + Ay)

Entre les points A et B la courbe de f est en-dessous de la sécante (AB) (on montre facilement que le point de (AB)
d’abscisse (1 — A)x + Ay a pour ordonnée (1 — \)f(z) + Af(y)).

2 Propriétés et caractérisation

Proposition 21 Soit f: I — R une fonction conveze. Pour tous x,y,z € I tels que x <y < z on a

) = @) _ ()= f@) _ )= )

~ ~
y—x z—x z—y

Cet encadrement, appelé I’inégalité des pentes, se retrouve facilement sur la figure suivante.

Démonstration :
-z
En prenant A = v-r (qui est bien dans [0,1]) on a

A=Nz+Xdz=z+Az—2)=z+y—z=y

10



donc I'inégalité f((1 — Nz + Az) < (1 — N)f(z) + Af(z) donne
fly) <A =) f(2) + Af(2).
On en déduit, d’une part, que

fy) = fl2) S A(f(2) = f(2))
F) = f=) 1) = f@)

y—z z—x

qui donne

en remplagant A par sa valeur, et d’autre part que

) = 1(z) < 0= N(f(z) - f(2))

qui donne
fly) = fz) _ f@) = f(2)
z—y = z—x
carl—A=2>"Y En multipliant par —1 on obtient la deuxieéme inégalité voulue. O
z—x

Proposition 22 Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. Alors [ est convexe si et seulement si f' est croissante.

Démonstration :
(=) Supposons que f est convexe. Soient x,y € I tels que z < y. Alors pour tout ¢ € Jz,y[ on a

f(@) — f(=z) < fy) — f(=) < fy) = f@)
t—x y—x y—1

d’apres le théoréme précédent. En faisant tendre ¢ vers  dans la premiere inégalité et vers y dans la seconde on obtient

fly) = f(z) ot fly) = f(z)
y—x y—x

(@) < < f()

donc f'(z) < f'(y).

(<) Supposons que f’ est croissante. Soient z,y € I tels que z < y et soit A € [0,1]. On veut montrer que f((1 — ANz + Ay) <
1 =N f(2) + X2 (y).

SiA=0oul ousiz =y cest immédiat. Sinon posons t = (1 — X\)z + Ay. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢1 € ]z, ¢]

et co € |t, y[ tels que
OSSO =IO),

fller) = =—=— —

Puisque f’ est croissante on a f’(c1) < f'(c2) et donc

O = f=) 1) = 1)
t—x y—1

Ort—xz=ANy—z)ety—t=(1—X)(y—z) donc

fO—1@) _ ) - )
AMy—=z) — (1-N(y—=)

d’ol
(L=N®) = f(=) < Afy) — f1))
qui donne

fO) <A =Nf(=@)+ A ()

La fonction f est convexe. OJ
Corollaire 23 Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable. Alors f est convexe si et seulement si f” est positive.
C’est généralement la maniere la plus simple de montrer qu'une fonction est convexe.

Proposition 24 La courbe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes.

11



Autrement dit, si f: I — R est convexe, alors pour tout ¢ € I on a :

Va el f(z) > f(a) + f'(a)(z — a).

Démonstration :

z) — f(a
Soit a € I. Soit = € I avec > a. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |a, z[ tel que f/(c) = M
z—a

Or f’ est croissante, donc f/(c) > f/(a) d’ou (a) qui donne le résultat.

fz) = fla) 5
T—a
Si < a on raisonne de maniere analogue. [J

3 Exemples d’inégalités de convexité
On peut établir a I’aide de la convexité de nombreuses inégalités, en particulier en utilisant la proposition précédente.

Exercice 5 Montrer que :

Ve eR,e* > 1+a.

2Q)Vee]—1,400[, In(l 4+ 2) < x.
2

) Vx e {O,z}, il <sinz < 7.

2 s

La proposition suivante est appelée inégalité de Jensen.

Proposition 25 Soit f: I — R une fonction convexe. Soient A1, ..., A\, des réels positifs tels que A\ + ...+ X\, =1
et soient x1,...,x, € I. Alors

Si la fonction est concave, I'inégalité est renversée.

Démonstration :
On raisonne par récurrence.
Pour n =1 c’est immédiat : on a A1 = 1 donc f(A1z1) = f(z1) = M f(z1).

Soit n € N*. Supposons le théoréme vrai au rang n et démontrons-le au rang n + 1.

Soient A1,...,Ap41 des réels positifs tels que A1 + ... + Ap41 = 1 et solent x1,...,Zn1 € I. Si Ap41 = 1 les autres \; sont nuls et le
résultat est immédiat. Sinon :
AMx1+ ...+ Apx
FOuzL+ o+ Ann + Anp 1) = f ((1 Apy) AT AT )\n+1xn+1)
1- >\n+1
Ax1 4+ ...+ A\px
<1 =Ang1)f (—”) + A1 f(Tn1)
1-— )\n+1

A1 An
=(1-—=X _ et ——— A
( n+1)f (1 — )\n+lz1 +...+ S ) + A1 f(@nt1)

n

A
< (1—>\n+1) (ﬁf(m)-f—----i— f(ﬂﬁn)) + A1 f(Tn+1)

1_>\n+1
=Af(@1) + .o+ Anf(Tn) + Apgr f(@n41)-

A A
La premiére majoration vient de la convexité de f et la deuxiéme de I’hypothése de récurrence avec ! o+ i =1.0
1—Ant1 1—Ant1

: e 1 o
Par exemple la fonction In est concave sur |0, +00[ (car sa dérivée seconde = — ——5 est négative) donc, pour tous
x

Z1,..., 2Ty €]0,400[ et pour tous réels positifs Aj,..., A\, tels que Ay +...+ X, =1, 0on a
In(Mzy+ ...+ xn) 2 M In(z) +...+ A\ In(z,) =1n (xi‘l e xi")

et donc par croissance de In :
MT1+ .. F ATy, = xi‘l AL

n

1
En particulier en prenant \; = ... = )\, = — on obtient ’inégalité arithmético-géométrique :
n

r1+...+x,
n

> Vat . T
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V1 Extension aux fonctions a valeurs complexes

1 Définitions
f(x) — f(a)

Définition 10 f: I — C est dérivable en a € I si le rapport

d
est appelée dérivée de f en a et est notée f'(a) ou d—f(a).
x

admet une limite finie en a. Cette limite

On peut définir également les notions de dérivées a gauche et a droite en a.

Définition 11 f: I — C est dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point de I. On peut alors définir sur I la
fonction dérivée de f : ' :x — f'(x).

On peut également définir les dérivées successives d’une fonction & valeurs complexes.

Définition 12
On dit que f : I — C est de classe C° sur I si elle est continue sur I.
On dit que f : I — C est de classe C* sur I (k € N*) si elle est k fois dérivable sur I et que f¥) est continue sur I.

On dit que f: I — C est de classe C* sur I si elle est indéfiniment dérivable sur I.

On note C*(I,C) I’ensemble des fonctions de classe C* sur I & valeurs complexes.

2 Propriétés
Proposition 26 Soit f: I — C une fonction.

(i) f est dérivable en a € I si et seulement si Re f et Im f le sont. Alors f'(a) = (Re f)'(a) + i(Im f)'(a).
(i1) f est dérivable sur I si et seulement si Re f et Im f le sont. Alors f' = (Re f) + i(Im f)’.

On montre ainsi facilement que les propriétés concernant les opérations sur les dérivées restent vraies pour les fonctions
& valeurs complexes (y compris la formule de Leibniz).

Les propriétés liant le signe de la dérivée et le sens de variation de la fonction n’ont plus de sens dans C. Cependant
le résultat suivant reste valable :

Proposition 27 f: I — C est constante sur I si et seulement si elle est dérivable sur I et que f' = 0.

Le théoreme de Rolle n’est plus vrai (et donc le théoréme des accroissements finis non plus). Par exemple, la fonction
f:[0,27] — C définie par f(x) = e'® est dérivable sur [0, 27] et f(0) = f(27), mais f'(z) = ie’® ne s’annule pas.

En revanche, l'inégalité des accroissements finis reste valable (on I’admet pour l'instant) :

Théoréme 28 Soit f : I — C une fonction dérivable. On suppose qu’il existe un réel positif M tel que |f'(x)] < M
pour tout x € I. Alors, pour tous a,b € I, on a |f(b) — f(a)] < M|b—al.
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