Correction du DNS 12

1) Montrons que f est bijective.
— Premiere méthode : on montre que f est injective puis qu’elle est surjective.
Injectivité : Soient m,n € N tels que f(m) = f(n). Alors 2m = 2n, donc m = n. L’application f est bien injective.
Surjectivité : Soit p € P. Alors p/2 € N et f(p/2) = p. L’application f est surjective.
— Deuxiéme méthode : soient p € P et n € N. Alors :
fn)=pe2n=pen=p/2
et p/2 € N puisque p est pair. On a ainsi montré que tout élément de P a un unique antécédent par f, donc f est
bijective.
— Troisieme méthode : soit 'application g : P — N définie par g(p) = p/2.

Pour tout n € Non a (go f)(n) = g(f(n)) = g(2n) = n, donc go f = Idy. Pour tout p € Pon a (fog)(p) = f(p/2) = p,
donc fog=1Idp.

Onago f=Idyet fog=Idp, donc, d’apres un théoréme du cours, f est bijective (et sa réciproque est g).

— Conclusion : f est une bijection de N dans P donc P est dénombrable.

2) Montrons que 'application f : N — N* définie par f(n) = n + 1 est bijective.

— Premiere méthode : on montre que f est injective puis qu’elle est surjective.

Injectivité : Soient m,n € N tels que f(m) = f(n). Alors m+ 1 =n+ 1, donc m = n. L’application f est injective.
Surjectivité : Soit p € N*. Alors p—1 € N et f(p — 1) = p. L’application f est surjective.

— Deuxiéme méthode : soient p € N* et n € N. Alors :
fn)=pen+l=pen=p-1,

et on a bien p—1 € N. On a ainsi montré que tout élément de N* a un unique antécédent par f, donc f est bijective.
— Troisieme méthode : soit Papplication g : N* — N définie par g(p) =p — 1.

Pour tout n € Non a (go f)(n) = g(f(n)) = g(n +1) = n, donc go f = Idy. Pour tout p € N* on a (f o g)(p) =
f(p—1) = p, done fog = ldy..

Onago f=1Idyet fog=Idy+, donc, d’aprés un théoréme du cours, f est bijective (et sa réciproque est g).
— Conclusion : f est une bijection de N dans N*, donc N* est dénombrable.
3) Déterminons g o f. Soit n € N.

Si n est pair, alors
(90 f)(n) =g(f(n)) =g(n/2) =2n/2 =n (car n/2 > 0).

Si n est impair, alors

(go f(n) =g(f(n) =g(=(n+1)/2) = =2(=(n+1)/2) + 1 =n (car —(n+1)/2 <0).
Par conséquent g o f = Idy.
Déterminons f o g. Soit n € Z.

Sin >0, alors
(fog)(n) = f(g(n)) = f(2n) = 2n/2 = n (car 2n est impair).

Sin < 0, alors
(fog)n)=f(gln)=f(-2n—-1)=—(-2n—-14+1)/2 =n (car —2n — 1 est impair).

Par conséquent f o g = 1dyz.

On a fog=1dg et go f = Idy, donc, d’aprés un théoréme du cours, f est bijective (et sa réciproque est g). On en
déduit que Z est dénombrable.

4) a) On trouve (0,0) =1, ¢(0,1) = 3, ¢©(0,2) =5, ©(1,0) = 2, p(1,1) =6, p(1,2) =10, (2,0) =4, p(2,1) =12 et
0(2,2) = 20.

En écrivant que 120 = 233151 = 23 x 15 = 23(2 x 7 + 1), on voit que ¢(3,7) = 120, donc (3,7) est un antécédent de
120 par ¢.



b) Soient (p, q) et (r,s) € N? tels que p(p,q) = ¢(r,s). On peut supposer par exemple que p > r. Alors 2P(2¢+1) =
2"(2s+ 1), donc 2P7"(2¢+ 1) = 2s+ 1. Sip > r, 2P7"(2g + 1) est un entier naturel pair alors que 2s + 1 est impair :
impossible. Par conséquent p = r. Alors 2¢ + 1 = 2s 4+ 1, donc ¢ = s. On a donc (p, q) = (1, s).

Conclusion : ¢ est injective.

c¢) Soit n € N*. On peut le décomposer en produit de facteurs premiers sous la forme n = 2Pp{'p3?...p% ol
P1,-..,Dpr sont des nombres premiers impairs, p € Net aq,...,a, € N*. Ainsi p*p3? ... p% est impair : on peut 'écrire
sous la forme 2¢ + 1 ot ¢ € N. On a ainsi n = 2P(2¢g + 1) = ¢(p, q).

Conclusion : ¢ est surjective.

1
1

est une bijection de N* dans N2. De
o f est donc une bijection de N dans

d) L’application ¢ est une bijection de N? dans N*, donc sa réciproque ¢~
plus on a vu en 2) qu’il existe une bijection f de N dans N*. L’application ¢~
N2, On en déduit que N? est dénombrable.

5) a) Soit I'application ¢ : F x F — E x E définie par p(a,b) = (f~1(a), f~1(b)) pour tout (a,b) € F x F.

Pour tout (z,y) € E x E, on a (po¥)(z,y) = o(f(z), f(y) = (f1(f(2)), F 1 (f(y))) = (z,y), donc potp =ldgxp.
Pour tout (a,5) € Fx F, on a (09)(a,b) = (£~ (a), £~ (1)) = (F(F (@), F(f (1)) = (a,}), donc o = [dpr.
Ainsion a p o) =Idgxg et ¥ o = Idpxr, donc ¢ est bijective (et sa réciproque est ¢).

On peut aussi montrer que v est injective et surjective, ou que tout élément de F' X F' a un unique antécédent par 1.

b) I existe une bijection f de N dans Z, donc d’apres la question précédente il existe une bijection 1) de N? dans Z2.

Par ailleurs N? est dénombrable donc il existe une bijection h de N dans N2. Ainsi I'application v o h est une bijection
de N dans Z2. On en déduit que Z? est dénombrable.

6) a) Supposons [ surjective. Posons A = {a € E'|z & f(x)}. C’est un élément de P(E), donc il existe z¢ € E tel que

Sixzg € A, alors g € f(x0), donc xo & A : impossible. Mais si 2 € A, alors xg € f(x¢), donc xg € A : ¢’est impossible
également.

On a une contradiction. L’application f ne peut donc pas étre surjective.

b) Si P(N) était dénombrable, il existerait une bijection de N dans P(N) : d’aprés la question précédente, c’est
impossible. Par conséquent P(N) n’est pas dénombrable.

7) a) Soient A,B € P(E) tels que p(A) = ¢(B). Alors 14 = 1p, donc A = B d’aprés un théoréme du cours.
Conclusion : ¢ est injective.

b) Soit f une application de E dans {0,1}. Posons A = f~'({1}) et montrons que f = 14, c’est-a-dire que
f(z) =1 4(x) pour tout x € E.

Soit x € E. Si x € A, alors f(x) € {1}, donc f(z) =1 =14(x). Six ¢ A, alors f(x) ¢ {1}, donc f(z) =0 = 1(z).
Dans les deux cas on a f(z) = 14(x).
On a ainsi montré que, pour tout f € {0,1}¥, on a f = o(f~1({1})), ce qui prouve que ¢ est surjective.

c) Si {0, 1} était dénombrable, il existerait une bijection 1 de N dans {0, 1}". Mais alors I’application ¢! 01, olt
¢ : P(N) — {0,1}" est définie comme ci-dessus en prenant E = N, serait une bijection de N dans P(N) : impossible
d’aprés 6)b). L’ensemble {0, 1} n’est donc pas dénombrable.



