Correction du DNS 13

Partie I
1) a) La fonction f,, est dérivable sur I, et pour tout z € I,
1 l.nfl
/ _ = n—1_ ,n\,—z _ o —x
frlx) = n!(nx x™e " = py (n—x)e ”.

La fonction f;, s’annule donc en n et en 0 si n # 1, elle est positive sur [0,7n] et négative sur [n,+oo[. La fonction f,
est donc strictement croissante sur [0, n] et strictement décroissante sur [n, +o0o[. On ajoute dans le tableau f,,(0) =0,

fn(n) = e

n-e

et lim f,(x) =0 (croissances comparées).
r—r+00

2) Pour étudier la position de C,, par rapport & C,, 41, on étudie le signe de f,,(z) — fni1(2).

On a, pour tout = € I,

" :L.nJrl

fn(®) = fori(z) = <n' CED]

7:1:7xn —x
>e 7H(n+1fx)e .

(TL + l)nefnfl
n!
de Cp41 sur intervalle [0, + 1] et en-dessous sur Uintervalle [n + 1, 4-o00[ (faire un tableau).

Les courbes C,, et C,,41 se croisent donc a ’origine et au point de coordonnées <n + 1, > . C,, est au-dessus

3) La tangente a l'origine & la courbe C; est la droite d’équation y = = car f{(0) = 1. Sin > 1, f/(0) = 0 donc la
tangente a l'origine a C,, est horizontale.

Partie II
1
1) a) Iy = / e fdr =[—e " =1—e".
0
b) On integre par parties (u(z) = 2" o/ (z) = (n + 1)2", v(z) = —e~%, v/(z) = e ?) :

It = / L

1
n+1 —x 1 n_ —x
n+1'( +(n+)/0xe dx)

6_1

=1, - —F.
(n+1)!
n

c¢) Montrons par récurrence que I, = 1 —e~! Z il pour tout n € N.
k=0 "

On a vu que Iy = 1 — e~! donc la propriété est vraie pour n = 0.

n+1

1

-1 -1

Supposons que I, =1 —e Z AR et montrons que I,,4+; =1—e Z =k

k=0 k=0
671 n 1 n+1
, . . _ _ _ 1 _ -1 - —1_e L ’
D’apres la question précédente, on a I,11 = I, 7@ I 1—e ; X (n 1! =1-e¢ Z ik ce que 'on

voulait.
n
Par le théoreme de récurrence, on peut conclure que I,, =1 — e ! Z 7 pour tout n € N.

k=0
o1
2) a) On a vu précédemment que, pour tout n € N, I, — I, = 7(T1)' < 0, donc la suite (I,) est strictement
n !

décroissante.

De plus, pour tout n, la fonction f,, est & valeurs positives sur I'intervalle [0, 1], donc I,, > 0. La suite (I,,) est donc
minorée par 0.

La suite (I,,) est décroissante et minorée, donc elle est convergente (et lir};l I, > 0 par passage a la limite).
n—-+oo

b) Soit € [0,1]. Alors f,(z) > 0. De plus —z < 0 donc 0 < e™* < 1 (croissance de l'exponentielle), d’olt
x'ﬂ
n!

0< fulw) <



1 n 1 1 1 Zntl 1
¢) En intégrant on obtient 0 < I, < / —dzx,soit 0 < I, < — z"dx. Or / zdr = = ——, donc
o n! n! Jo 0 n+1l], n+1
1
0< 1,
(1)
Par le théoreme des gendarmes on en déduit que lim I, =0.
n—-+oo
s
3) D’apres 1)c Z T — I,,), donc d’apres 2)c), ngrilwz T

Partie II1

1) La suite (I,,) est positive et strictement décroissante donc elle ne peut pas s’annuler (si on avait I,,, = 0 pour un
certain ng, alors on aurait I,, < 0 pour tout n > ng).

2)POUYtOUt”GNODaO<In<(n_‘l_l)!,doncO<1elkz;)kllé(_~1_)etdon<30<ez:k' \(n%l)!'
3) Pourn=qonal< P —zq:i < _° donc en multipliant par ¢! on obtient
q =k (g+ 1)
q
0 < p(g—1)! ZZ— €
k=0

|
4) p(q — 1)! est clairement un entier et si k < ¢ alors ¢! est divisible par k! donc % est également un entier. Par

conséquent le membre du milieu de ’encadrement est un entier.

e e
< - < 1 puisque e < 3. Ainsi le

+1 73 P

membre du milieu de ’encadrement est un entier compris strictement entre 0 et 1 : contradiction.

Or g n’est pas égal & 1 (sinon on aurait e = p € N) donc on a ¢ > 2 et donc

On en déduit que e est irrationnel.

Partie IV

1) a) Posons f(z) = In(1 + z) — 2 + 2%/4 pour = € [0,1]. La fonction f est dérivable sur [0,1] comme somme de
fonctions dérivables et, pour tout z € [0, 1],

oy 1 r  2-2(14x)+x(14+z) =x(x-1)
A e 2(1 + ) T 21+ )

qui est négatif sur [0,1]. La fonction f est donc décroissante sur [0, 1] et comme f(0) = 0 on en déduit qu’elle est
négative sur cet intervalle. On en déduit que In(1+ z) < = — 2%/4 pour tout = € [0, 1].

b) Soit n € N*. Alors 1/n € [0, 1] donc d’apres la question précédente In(1+1/n) < 1/n—1/(4n?), dounln(1+1/n) <
1—1/(4n) et donc par croissance de I'exponentielle

" 1 1
(1+1) :enln(1+n) <617@.
n
2) a) Soit n € N*. On a :

Mupr _ (ntD"Hem0D) ol (et (nt e 6_1<n+1)n_6_1<1+1>”

M, (n+1)! nre—m (n+ 1)n» - nm - n

b) D’apres la question 1)b) on a donc

M _L _L
L—ng_lel in = ¢ 4n <1
M,

donc la suite (M,,) est décroissante. De plus elle est positive, donc minorée par 0. On en déduit qu’elle est convergente
et que sa limite est positive.

1

¢) L’inégalité est vraie pour n =1 car My =e et e”



1 M. 1
. _1-ig 1 L
Soit n € N*. Supposons que M,, < e 172H"-1 On a vu que ]\?— < e 4n donc
n
1 1 1 1 1
My <e M, < e dne 1T a1 — T 1m gy

1
M,y <e 't

Le théoreme de récurrence permet de conclure que I'inégalité est vraie pour tout n € N*.

1
d) Ona lim H, =4oco donc lim (71 — iHn_l) = —cc et donc lim e 17afn-1 =g,
n——+oo n—+00 n—+00

De plus (M,,) est positive donc d’apres le théoreme des gendarmes lirf M, = 0.
n——+0o0o



