Correction du DNS 14

EXERCICE 1
1) a) Il y a plusieurs manieres de faire. Soient z et y deux réels positifs tels que = < y. Alors \/y — /z > 0 donc :

VI—Vr<Vy—z e (Vy—vVz)? <y e ytr—2/Ty <y -z 20 <27y © 1 < /T,
ce qui est vrai car # < y. On a donc bien \/y — & < /y — x.

b) Raisonnons par récurrence.

h—
Au rang initial (n =0), ag = a et by =b. Or 0 < a < b, donc on a bien 0 < by — ag < Q—OG.
. < < b—a < b—a
Soit n € N. Supposons que 0 < b, — a,, < o et montrons que 0 < b1 — apy1 < gnil
Calculons :
an + by, an + by — 2vVanb,  (Vbn — /an)?
bn+1 — Qp41 = 9 - anbn = 9 = 9 .

Ainsi, d’apres le a) :
(Wb, —an)® bp—a, 1lb—a b—a
0 < bn—l—l — On+41 < ) = 2 < 5 on = on+1-°

Par le théoreme de récurrence, la propriété a démontrer est vraie pour tout n € N.

2) D’apres la question précédente et le théoreme des gendarmes, on a déja ngr}rloo(bn —ap) =0. Etudions la monotonie
des suites (an) et (by).
Pour tout n € N,

Upt1 — n =V apbn — an = /an( \/7 Vag) =

car on a vu que b, — a, > 0, donc b,, > a,,. La suite (a,) est croissante. De méme,

an+bn an_bn
bn 7bn:77bn:7<
+1 > 2 0

car b, > a,. La suite (b,) est décroissante.
Conclusion : la suite (a,) est croissante, la suite (b,) est décroissante, et lim (b, — a,) = 0, donc les suites (a,) et

n—-+oo
(b,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite.

3) a) Pour obtenir une valeur approché de L(a,b) a e pres, il suffit de calculer les a,, et les b,, jusqu'a ce que b,, — a,
soit inférieur a e.

from math import sqrt

def L(a, b, eps):
’?’’Renvoie la moyenne arithmético-géométrique de a et b & eps prés par défaut.
Précondition : a <= b.’”’
while b - a > eps:
a, b = sqrt(axb), (at+tb)/2
return a

b)
>>> L(1, 2, 1e-9)
1.4567910310469068
EXERCICE 2
1) On a

™

1
10:/ ldx =
0

jus s N . 2 1 1 2
I :/4 tanxdx:/4 S [—In(cosz)|gs = —ln£ :—§1n2+ln2: Il7
0 0

13

et

cosT 2

2) Pour tout n € N :

z
Ini1— I = / tan™ ! x dx —/
0 0

INE)
INE)

I
tan” x dx = / (tan" 'z — tan™ x) dx = / tan” z(tanz — 1) dz.
0 0



T
Or pour tout x € [O, Z] on a0 < tanz < 1, donc tan™ z(tanx — 1) < 0. Par conséquent I, 11 — I, < 0 : la suite (I,,)
est décroissante.

De plus on a I,, > 0 pour tout n donc la suite (I,,) est minorée par 0. Elle est donc convergente.

d boan
3) a) On pose © = tant. Alors t = Arctan a donc dt = 73727 et donc I,, = / x

— dx.
1+ o 1422 “

n n

b) Pour tout z € [0,1],ona 1 < 1+ 22 < 2, doncx—g a:
1+ 22

< 2™, et donc

1 1 1 n 1
z"dx </ ——dx </ z"dx.
2 /0 S 1227 T g

1 1]t 1
Or / x"dr = = , donc on obtient I’encadrement
0 n + 1 0 n + 1

B
2(n+1) n+1
1
Or lim —— =0, donc par le théoreme des gendarmes lim I, = 0.
n—+oo n + 1 n—-+oo
4) a) Soit n € N. On a

1 n 1, nt2 1 n n+2 1 n(q1 2 1 nt+171 1
PR SN (A O B el MY (e o Y B U o Ay Qe _
0 1+(E2 0 1+$U2 0 1+(L‘2 0 1+.’L‘2 0 0

In2

1 1
b) Onan—i—Ig:ldonc12:£—1,6t11+13:§don013:§—7.

1
D’autre part, en passant a la limite dans 1’égalité I,, + I, 42 = EE on obtient L+ L =0, d’'ou L = 0.
5) a) On int ties (u(e) = . w/(2) =~ /(@) = ", v(a) = 2 ). On obient
a) On integre par parties (u(z) = ——, v/(z) = ———5, V/(2) = 2", v(z) = . On obtien
sre par b 1+ a2 (1+ 22)?

n+1

I 1 l.n+1 1 N ) /1 mn+2 J 1 N 9 /1 xn+2 J
= x = x.
n+11+22], n+1/)y (1+22)? 2(n+1) n+1 )y (14+22)?

xn+2 :L,n+2
b) Pour tout z € [0,1], on a 1 < (1 + 22)? < 4, donc

+2
1 < 1+ 22)° < z"74, et donc

1 mn+2 1 xn+2 1
/ dr < / 722dx < / $n+2d$,
o 4 o (I+22) 0

1 Lo gnt2 1
< dr < .
4(n 1 3) /0 A+222" Shy3
1 Lo g2
Or lim = 0, donc par le théoreme des gendarmes lim ————dx =0.
n—+oon + 3 n—+oo fo (14 22)2

soit

¢) Pour tout n € N on a

1
Or lim —— =

n 2n boognt2
I, = dx.
fin 2(n—|—1)+n—|—1/0 (14 22)2 v
Lm 1) 2 et ngr—ir-loo - 47:1 = 2 donc d’apres la question précédente

1
lim nl, = -.
i nhn =

1
6) a) Pour tout k € {0,...,n} on a i Dygyo + Ioi. Par conséquent

Z (=1) :Z(_l)k(12k+2+.[2k) =l+Ilg—I4s—Ih+Ig+ Iy — ...+(—1)nfgn+2+(—1)nfzn =Ip+ (—1)"Iopnta.
P 2k +1 P
On peut aussi raisonner par récurrence.

b) Onavuque lim I, =0donc lim I3,42=0et donc lim S,=1= T
n—+4o00 n—4-00 n—+00



