Chapitre 13

ANALYSE ASYMPTOTIQUE

I Relations de comparaison (fonctions)

1 Fonction dominée par une autre

Définition 1 Soient f,g : I — R deux fonctions. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). On suppose
que g ne s’annule pas sur I\ {a}. On dit que f est dominée par g au voisinage de a si la fonction = est bornée
g

au voisinage de a.

On note alors f(x) “=" O(g(z)) ou f = O(g).

3r+5

5
Exemple : 3z + 5 x) puisque 0 < 3+ — < 4 pour tout x > 5.
x

Proposition 1 f est dominée par g au voisinage de a si et seulement s’il existe M € Ry tel que |f(z)] < M|g(z)| au
voisinage de a.

Démonstration :

f(=z)

La fonction i est bornée sur un voisinage V' de a si et seulement s’il existe un M > 0 tel que, pour tout z € V, ‘— < M, ce qui

9(x)

g
équivaut a |f(z)| < M|g(z)|. O

2 Fonction négligeable devant une autre

Définition 2 Soient f,g: I — R deux fonctions. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). On suppose

que g ne s’annule pas sur I\ {a}. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si lim = = 0.
a

On note alors f(x) “=" o(g(z)) ou f = o(g).

. .o 1 .
Exemple : Au voisinage de +00, z = o(2?) car lim — = lim — = 0. En revanche, au voisinage de 0, 2% = o(x)
x——+oco I x——+oco I
_oxt
car lim — = lim z = 0.
z—0 ¥ z—0

Proposition 2 f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si pour tout € > 0 il existe un voisinage
de a sur lequel on a |f(x)] < elg(x)].

Démonstration : Il suffit d’écrire la définition de la limite. O
Proposition 3 Si f est négligeable devant g au voisinage de a, alors elle est dominée par g au voisinage de a.
Démonstration : Si lim i =0, alors i est bornée au voisinage de a. O

a

Remarque : La réciproque est fausse (par exemple, au voisinage de 0, on a x = O(x) mais pas = o(z)).

3 Fonctions équivalentes

Définition 3 Soient f,g : I — R deux fonctions. Soit a un point de I ou une extrémité de I (a € R). On suppose

que [ et g ne s’annulent pas sur I\ {a}. On dit que f est équivalente d g au voisinage de a si lim = = 1.
a g

On note alors f(x) "~ g(x) ou f ~ g.



Exemple : Au voisinage de 0 on a les équivalents usuels suivants :

sinx ~ x Arcsinz ~
tanx ~ T Arctanz ~ x
she ~x In(l+z)~z

the ~z e -1~z

sinx

Ces équivalents se déduisent des limites usuelles vues au chapitre 4 (lirr}) = 1, etc...) qui correspondent elles-mémes
r—r X

aux dérivées en 0 des fonctions concernées.

Proposition 4
(i) Si f ~ g et que g ~ h, alors f ~ h.
(ii) f ~ g si et seulement si f —g = o(g).

(#ii) St f1 2 g1 et que fo o go, alors fi X fa o g1 X go et % ~ z—l
2 2

Démonstration :

i Mzwwx—m
(i) h(z) 9(z) h(z) — 1.

f(x) r—a f(af) - 9(73) r—ra

(ii)@ — 1®W —+ 0.
f1(@)

H@)fe(z)  fi(z) fo(z) ava 2@ _ fi(@)g2(z)  fi(z) g2(2) 2—a

(iii) = — 1let = — 1.0

g1(@)g2(x)  g1(x) g2() g;g;; @) fa(z)  gi1(2) f2(x)

Remarques :

1) De (ii) on déduit que si f = g+ h et que h = o(g), alors f ~ g. Par exemple, au voisinage de 400, 2% + 3z 4+ 1 ~ 22
car 3z + 1 = o(x?). Au voisinage de 0, 2% + 3z + 1 ~ 1 car 2% + 3z = o(1).

2) Ne jamais écrire f ~ 0 : cela n’a aucun sens.

3) On ne peut pas, en général, additionner des équivalents. Par exemple, au voisinage de +o0o, on a 22 + 2 + 1 ~ 22

et —2% + 37 — 4 ~ —22. Si on ajoutait les équivalents on obtiendrait (2 +x + 1) + (=22 + 3z —4) ~ 22 — 22 ~ 0 ce
qui n’a aucun sens. En fait (2% + x + 1) + (=22 + 3z — 4) = 4o — 3 ~ 4x.

4) D’apres le (ii), au lieu de f ~ g on peut écrire f = g+ o(g) ou o(g) désigne une fonction négligeable devant g (qui
est en fait f — g). Dans les calculs cette écriture est parfois plus pratique, en particulier quand on veut additionner
des équivalents. Par exemple on a vu que, au voisinage de 0, sinz ~ z et In(1 + ) ~ z, donc

sine +In(l 4+ z) =z + o(x) + x + o(x) = 2z + o(x)
donc sinz + In(1 + ) ~ 2z. Noter qu’en soustrayant on obtient
sinz —In(14+2z) =z + o(x) — (x 4+ o(x)) = o(x)

(et non 0 car les deux o(z) ne désignent pas forcément la méme fonction), ce qui ne permet pas d’obtenir un équivalent
(pour cela il faudra utiliser les développements limités).

e EQUIVALENTS ET LOGARITHMES, EXPONENTIELLES, PUISSANCES

Proposition 5 Soient f et g deux fonctions d valeurs strictement positives. Si f ~ g et que lim f = limg = 0 ou
a a

400, alors In f ~ Ing.

In ( g(x) f(i) Ing(z) + In (@) In £
Démonstration : In f(z) = ( s( )) = 9l@) _ 9(2) — 1 quand  — a car Ing(z) — foo. O
Ing() In g(a) Ing() Ing(a)

Remarques :

1) Attention, cela ne marche pas si lim f = limg = 1. Par exemple, au voisinage de 0, on a 1 + x ~ 1 mais pas
a a

In(1+ ) ~Inl =0 qui n’a aucun sens (en fait In(1 + x) ~ ).

2) Equivalents et exponentielles : en général cela ne marche pas. f ~ ¢ n’implique pas e/ ~ e9. Par exemple, au
6a:+1
voisinage de +00,  + 1 ~ x mais e*t! £ e car =eA 1.

er




Proposition 6 Soient f et g deux fonctions a valeurs strictement positives. Soit a € R. Si f ~ g alors f& ~ g“.

Ie AN
Démonstration : —= (7> — 1.0
g g9

Attention : « est ici une constante.

2

x
Exercice 1 Montrer que 1 — cosx . > et que, pour tout « € R*, (1 4+ 2)* —1 .

ax.

o APPLICATIONS DES EQUIVALENTS

Proposition 7 Si f < g et quelimg = /¢ (¢ € R), alors lim f = £.

Démonstration : Il suffit d’écrire que f = i X g et que lim i =1.0
g9 @ g

Remarque : Deux fonctions qui ont la méme limite en a ne sont pas nécessairement équivalentes : par exemple,
2

. . . 0 . T
lim z = lim 22 = 0, mais 22 % z puisque — =z — 0 et non 1.
x—0 x—0 €T

Proposition 8 Si f ~ g, alors f et g sont de méme signe au voisinage de a.

Démonstration : i tend vers 1 en a donc est strictement positif au voisinage de a. O
g

Remarque : Attention, c’est un résultat local (i.e. au voisinage de a et pas sur I'ensemble de l'intervalle ou f et g
sont définies).

Proposition 9 (Théoréme des gendarmes pour les équivalents) Si f < g < h au voisinage de a et que f ~ h, alors

g~ h.
Démonstration : Il existe un voisinage V de a tel que h(z) # 0 pour tout z € V \ {a}. Par conséquent on a ]Cgi; < ZEG;; < 1ou
{Lgi; > Zﬁi; > 1 pour tout € V' \ {a}. Le théoréme des gendarmes permet de conclure. O

. Id

4 CI‘OlssanceS comparees
Proposition 10
(1) Pour tout o > 0 et pour tout 3 € R :
(Inz)? rrdee o(z®).
0 1
|Inz|? =" 0 () .
xO&
(ii) Pour tout o € R et pour tout a > 1 :
2 TTE o(a®).
Démonstration :
1 . . Inz z 1
En étudiant la fonction z — Inz —+/z, on montre facilement que, pour tout x > 0, on a lnz < \/z, donc, pourz > 1,0 < — < ~— = 7
z x z
1 1
Or lim — =0, donc lim T _ 0 également.
x—+o0 \/E rx—+oo
B
Inz)? Inze/8 Inz)? 1
Soient a, 8 > 0. En écrivant ﬂ = é ne , on en déduit que lim (Inz) = 0, puis, en posant X = —, que lim z%|In x|5 =
T a xo/B z—+oo x z—0
In X8
lim M = 0. Si 8 <0, ces résultats sont immédiats.

X =400 X

o e Inzx P
Enfin, sia > 1, — = =ealn@=zlna of Papresle (i) lim (alnz —zlna) = —oo, donc lim ~— =0.0

a® erlna r—-+o0 r—+oo %

Exercice 2 Calculer les limites suivantes :

22 =2z +1 . sinz e —¢
im —— 4) 1 71
! xgr-irrloo3x27zlnx+2 )mlg%)ezfl 20 T
2) lim Pz et —1 5) lim S0(27) +she 8) lim (Va?+1-u)
a—+o0 2" + 1 + sin(1 4 €7) @=0  In(l —x) e
h(z?).In(1 + sinx) 9) i 14 =
~ 1 6) lim > ) lim {1+
3) PL% <lnw + x) ) 250 (22 1 2)Var 1 S x

3



II Développements limités

Dans tout le paragraphe, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
1 Définition

Définition 4 Soient I un intervalle de R, a € I et n € N. Soit f une fonction définie sur I (resp. sur I\{a}). On dit
que f admet un développement limité d’ordre n en a s’il existe des réels Ao, A1, ..., A\n et une fonction € définie
sur un voisinage V' de a tels que, pour tout x € V' (resp. pour tout x € V' \ {a}) :

f@) =X+ Az —a)+Xa(z—a)+...+ \(z—a)" + (z — a)"e(z),

avec ilg}l e(x) =0.

La fonction x — (z — a)™e(z) est donc négligeable devant (z — a)™ au voisinage de a. On écrira :
F@) 2 X+ iz —a) + Ao —a)? + ...+ Ma(z — @)" + o((z — a)"),

le o((x — a)™) désignant une fonction négligeable devant (z — a)™ au voisinage de a.

Le polynome Ao + A1 (z — a) + A2(z — a)? + ... + A\, (z — a)” est la partie réguliere du développement limité.

Exemple :
1— xn-&-l 1 1-7’L+1
Soit n € N. Pour tout x # 1, on sait que 1+ 2z + 22 +... 42" = T ,doncl :1+x+x2+...+x”+l
—x —x —x
antl x
Or on peut écrire = z"e(x) ol e(x) = ==~ 0 quand z tend vers 0.
—x —x

La fonction x —

admet donc un développement limité d’ordre n en 0 :

1

lixIzol—l—m—s—xQ—&—...—i—x”—i—o(m").

En remplacant z par —zx, on en déduit que :

1

1+xwzo1fx+x2—1:3+...+(—1)”:17"+0(x").

Remarques :

1) On peut toujours se ramener a un développement limité en 0 en posant = a + h. Le DL s’écrit alors :

Fla+h) "2% A+ Ah+ Aah2 + ..+ Ah™ + o(h™).
2) Si f admet un DL d’ordre n en a, alors elle admet un DL d’ordre m en a pour tout m < n. En effet, si :
F@) 2 X+ ME—a)+ (@ —a)+ .. Fdn@—a)"+ ... 4+ Iz —a)" +o((z —a)"),

alors :
f(x) T2 N\ + Mz —a) + Xz —a)’ + ...+ Az — a)™ + o((x — a)™).

On dit que le second DL est obtenu par troncature du premier.

2 Propriétés
e DL ET DERIVABILITE

Proposition 11 Soit f: I — R une fonction et a un élément de I. f admet un développement limité d’ordre 1 en a
si et seulement si f est dérivable en a. Ce développement est

f(@) =" f(a) + f'(a)(x = a) + oz — a).
Démonstration : Cf chapitre 9. J

Remarques :

1) Si f est définie en a et que f(z) = Ao + A1 (z — a) + o(xz — a) au voisinage de a, on peut affirmer que f est dérivable
en a, que f(a) = Ag et que f'(a) = A1, et donc que la droite d’équation y = Ag + A1 (z — a) est tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse a.



2) On ne peut pas généraliser ce résultat : f peut avoir un DL d’ordre 2 en a sans étre 2 fois dérivable en a. Par

1
exemple la fonction définie par f(z) = 23sin — si x # 0 et f(0) = 0 n’est pas deux fois dérivable en 0 (faire le calcul)
x

1 1
mais on peut écrire f(x) = 0+ 0.2+ 0.22 + 23 sin — et 23 sin — = o(2?) au voisinage de 0. En revanche, si une fonction
T T

f est n fois dérivable en un point a, elle admet un DL d’ordre n en a (cf remarque 3 apres le théoréeme 20).
e UNICITE DU DL

Proposition 12 Si f admet un développement limité d’ordre n en a, celui-ci est unique.

r—a x

Plus précisément, si f(z) "= Mo+ A (z —a) + ...+ Au(z — a)” + o((x — a)") et que f(x) "= po +p1(z —a)+ ...+
pn(x —a)™ + o((x — a)™), alors A\, = py, pour tout k € {0,...,n}.
Démonstration :

Supposons que les parties réguliéres des deux DL de f ci-dessus soient différentes.
r—a

Soit k le premier indice tel que A\, # 5. En soustrayant on obtient 0 “=“ (A, — g ) (x — a)* + Aga1 — prr1) (@ —a)P T+ o+ (O — pn) (2 —
r—ra

a)™ 4+ o((x — a)™), puis, en divisant par (x — a)k, 07" =" (A —pr) + Aet1 —prr1)(@—a)+ ...+ (A — un)(z — a)" k4 o((x — a)"’k).

En faisant tendre z vers a, on obtient 0 = A\ — pug, donc A = pg, ce qui est contraire & notre hypothese. [J
e DL EN 0 ET PARITE

Proposition 13 Si la fonction f admet un DL en 0 et qu’elle est paire (resp. impaire), alors la partie réguliére du
DL ne contient que des termes de degré pair (resp. impair).

Démonstration :

Supposons que f est paire et que f(x) w20 Ao + Az + Xox? + Mgz + ..+ Apa™ + o(zh).

On a f(—z) = f(z) donc on a aussi f(z) 2% Ng — Az + Aoz? — Azad + ...+ (=)™ Apz™ + o(z™).
Par unicité du DL on en déduit que A1 = —A1, A3 = — A3, etc... et donc que A\ = A3 =...=0.

Le raisonnement est analogue pour une fonction impaire. [J

3 Opérations sur les développements limités
e SOMME ET PRODUIT PAR UN REEL

Proposition 14 Si f et g admettent un DL d’ordre n en a, alors f + g aussi. La partie réguliére du DL de f + g est
la somme des parties réguliéres des DL de f et de g.

Démonstration :
Si f(z) "2 Ao+A1(@—a)+A2(z—a)2+. . .4+ An(z—a)"+o((x—a)") et que g(z) = po+p (z—a)+p2(z—a)2+. . .+pn(z—a) +o((z—a)™),
alors f(z) + g(z) "= (Ao + o) + (M1 + p1)(@ — @) + (A2 + p2) (& — )2 + ...+ (An + pn) (@ — @) + o((z — a)"). O

Remarque : Les DL de f et de g doivent étre de méme ordre.

Proposition 15 Soit « € R. Si f admet un DL d’ordre n en a, alors af aussi. La partie réguliere du DL de af
s’obtient en multipliant par o la partie réguliére du DL de f.

2 2
Exercice 3 On admet que l'on a, au voisinage de 0, e* = 1+ 2 + % +o(z?) et Vi+taz =1+ g — % + o(z?).
Déterminer le DL a l'ordre 2 en 0 de la fonction z — 3e* — /1 + x.

e PRODUIT

Proposition 16 Si f et g admettent un DL d’ordre n en a, alors f X g aussi, et la partie réguliére de ce DL s’obtient
en prenant les termes de degré inférieur ou égal a n dans le produit des parties régulieres des DL de f et de g.

Démonstration :

Supposons que 'on ait, au voisinage de 0, f(a + h) = P(h) + h™e1(h) et g(a + h) = Q(h) + h™ea(h), ou P et Q sont des polynémes de
degré inférieur ou égal a n et Aimosl(h) = }}imo e2(h) = 0.
— —

Alors f(a + h) x g(a + h) = (P(h) + h"e1(h)) x (Q(h) + h"e2(h)) = P(h)Q(h) + P(h)h"e2(h) + Q(h)h™e1(h) + h2"e1(h)ea(h) =
P(h)Q(h) + h™(P(h)e2(h) + Q(h)e1(h) + h™e1(h)e2(h)).

P(R)Q(h) est un polynome en h de degré inférieur ou égal & 2n. On peut écrire P(h)Q(h) = A(h)+h" 1 B(h) ott A et B sont des polynémes,
avec A de degré inférieur ou égal a n.

On a ainsi f(a + h) x g(a+ h) = A(h) + h"e(h) olt £(h) = P(h)e2(h) + Q(h)e1(h) + h™e1(h)ea(h) + hB(h) "3°

0.0

Remarque : Les DL de f et de g doivent étre de méme ordre.



2 2
Exercice 4 On admet que l'on a, au voisinage de 0, e* = 1+« + % +o(z?) et Vi+taz =1+ g - % + o(z?).
Déterminer le DL a l'ordre 2 en 0 de la fonction = — e®v/1 + x.

e QUOTIENT

Proposition 17 Si f et g admettent un DL d’ordre n en a et que le coefficient constant du DL de g est non nul,

alors i admet un DL d’ordre n en a.

Démonstration :

Supposons que, au voisinage de 0, g(a + h) = po + p1h + p2h? + ... + pnh™ + o(h™) avec uo # 0.

1 1 1
'u—nh". On aainsi — = —

L. M1 H2
Alors on peut écrire g(a+h) = 14+k(h)4o(h™)) en posant k(h) = “=h+"=h24.. .+ X ————.
p gla+h) = po(1+k(h)+o(h™)) enp (h) o o d@ )~ me S TEER) T ot

1 n n n
e ORI k()2 — k(B 4+ (<1)"K(R)" + o(k(h)") (DL de T——

1 n n
TR+ o) en gardant dans 1 — k(h) + k(h)? — k(h)® + ... + (=1)"k(h)

Or, puisque lim k(h) =0, on en 0). On voit
h—0

clairement que o(k(h)™) = o(h™), et on obtient le DL de

les termes de degré inférieur ou égal a n.

Finalement le DL de ;EZ jr Z; s’obtient en écrivant que ;EZ 1 Z; = f(a+h) x g(ai 3] et en utilisant la proposition précédente. [J
) . ) . 1 1 1 ) . 1
Méthode pratique : on détermine le DL de — grace au DL de ou de en 0, puis le DL du produit f x —.
g 1+ X 1-X g
x> 2d 2 2t
Exemple : On admet que l'on a, au voisinage de 0, sinz = x — 3 + 120 +o(x%) et cosx =1 — 5 + o1 +o(2%). On
va déterminer le DL & l'ordre 5 en 0 de la fonction tan.
i 1
On a tanz = 2 On commence par calculer le DL de . Au voisinage de 0 :
x cosx
1 1
cosx 2 ot
I 5
2 + 21 + o(x?)
1 2 4
= ;—xen posant X = % — %—i—o(:ﬁ).
0 14+ X + X2+ 0(X?) et on a b 2 a0y g
rona = 0 et on a bien — — — onc :
1-X 2 24 ’
1 2 2t 2?2 at\’
= 1 - - 5
cosx +(2 24>+<2 24) +ola”)
z2 ozt 2t
= 14+ = - 4= 5
+ 5 o1 + 1 + o(z?)
z?2 5zt
= 14+—+— 9.
+ 5 + 2 + o(z?)
1 2?2 2\’
Remarquons qu’il était inutile d’aller plus loin dans le DL de T x car en développant X3 = (2 + 24> on n’aurait
obtenu que des termes négligeables devant x°.
II suffit maintenant de calculer le DL du produit sinx X :
cosS T
tanr = sinz X
cosx
3 b 5 z? 5zt
= el x [1+ %+ 5
( 6+12O+0(m)> <+2+24 +0(a:)>
+m3+5x5 z3 x5+x5+<5)
= 24+ —+——-————+—+o0(x
2 24 6 12 120
3 220 5
rhg g ol
x> 220 .
Puisque la fonction tan est impaire, on peut méme dire que tanz = = + 3 + 5 + 0(2°) au voisinage de 0.



4 Primitivation des développements limités

e DL D’UNE PRIMITIVE

Proposition 18 Si f admet un DL d’ordre n en a et que F est une primitive de f au voisinage de a, alors F' admet
un DL d’ordre n 4+ 1 en a. La partie réguliere du DL de F est la primitive de la partie réguliere du DL de f qui vaut
F(a) en a.

r—a

Autrement dit, si f(z) =" Ao+ Mz —a)+ ...+ A\p(z —a)” + o((x — a)™), alors

_ 2 _ n+1
F(x) wzaF(a)—l—/\o(a:—a)—&—/\lw+...+/\n%

Ce résultat est admis.

Exemples :
1) On a vu que T R G R (=1)"z™ + o(z™). La fonction = + In(1 + z) est une primitive de
x
T L s ] —1,400[ et In(1 4 0) = 0, donc :
x
2 3 4 _l)nl,n+1
(1 4+a)" 20— L T T, CEUT e,
n(l+z) s-gtg -t i +o(z"™)
2) De méme on a 522 200 —a? 4ot — a4+ (=1)"2? + o(2? 1) donc
x
3 5 7 2n+1
Arctanz 20,2 4% T L (qn? 2n+2y
rctan x x 3—|—5 7—1— +( )2n+1+0(3: )

e DL ET DERIVEE

On ne peut pas, en général, dériver un DL : si f admet un DL d’ordre n en a, alors f’ n’a pas forcément de DL en a.
1
Considérons par exemple la fonction f définie par f(z) = 2%sin— si @ # 0 et f(0) = 0. Alors on peut écrire
T
1 1
f(z) =0+ 0.2 + z.zsin — 200400+ o(z) puisque lin})xsin — =0. f admet donc un DL d’ordre 1 en 0.
T T— x
. - y " L , 1 1
Par conséquent f est dérivable en 0 et f/(0) = 0 (proposition 11). Mais si « # 0 on a f'(x) = 2zsin — — cos —, donc
x x
lir% f'(z) n'existe pas : f’ n’est pas continue en 0. Elle ne peut donc pas admettre de DL en 0.
T—
On a cependant le résultat suivant, qui est une conséquence immédiate de la proposition précédente :
Proposition 19 Si f admet un DL d’ordre n en a, que f est dérivable au voisinage de a et que f' admet un DL

d’ordre n — 1 en a, alors la partie régulicre du DL de f' est la dérivée de la partie réguliere du DL de f.

5 Formule de Taylor-Young

e FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

Théoréme 20 Soit f : I — R une fonction de classe C™ (n € N*). Alors f admet un DL d’ordre n en tout point
a € I. Plus précisément, au voisinage de a, on a :

" (k)
1@ = e o rotte—a)
" (3) (n)
= f@+ F@e-a+ L a1+ T a0y oa - ap,

Démonstration : Admis pour 'instant. O

Remarques :

1) En posant & = a + h on obtient, au voisinage de 0 :

n (k) " (3) (n)
flath) =" ! k!(a) BE 4 o(h™) = f(a) + f(a)h+ L 2(!a) w4 d 3!(a) B 4.+ fT!(a)h” + o(h™).
k=0



2) Une fonction de classe C* sur un intervalle I admet donc un développement limité & tout ordre en tout point de I.

3) En fait le théoréme est encore valable si f est seulement n fois dérivable en a (hors-programme).

e DL USUELS
a) Exponentielle et fonctions associées :

La fonction exp est indéfiniment dérivable, donc elle admet un DL a tout ordre en 0, et pour tout £ € N on a
exp®) = exp, donc exp(k)(O) =1, et la formule de Taylor-Young donne :

2 3
oo 720 o "

1 i n
La fonction sh est indéfiniment dérivable, donc elle admet un DL a tout ordre en 0, et pour tout k € N on a sh® = sh
si k est pair et ch si k est impair, donc Sh(k)(()) = 0 si k est pair et 1 si k est impair. La formule de Taylor-Young
donne :

o0 O B 22n+1 omio
shz "= x—i———i———i— =t oz ).
3! (2n+1)! ( )
De méme :
— e R 2n _—
hx "= — 4+ — .
chz + 51 + 1 +...+ @n)! +o(x )
On peut retrouver ces formules & partir des relations ch z = — etshx = — On peut également remarquer

que ch est la partie paire de I’exponentielle et sh sa partie impaire.

La fonction sin est indéfiniment dérivable, donc elle admet un DL a tout ordre en 0.

sin si k =4p 0sik=4p
. i (B) cos sik=4p+1 < (B) () — 1sik=4p+1
Soit k£ € N. Alors sin _sinsik—dp+2 donc sin'™(0) 08k =dp+2
—cos sik=4p+3 —1sik=4p+3
La formule de Taylor-Young donne :
3 5 n .2n+1
— z° (-1)"z 2n+2
Slnx—x—§+§++m+0(m )
De méme : ) . (_1)a?
=0 T T —1)"x=" 21
COSI—l**‘i’E‘F +W+O(I )
) R ) T + e—iz ) eix _ e—iz
On peut aussi retrouver ces formules a partir des formules d’Euler cos z = — et sinx = 5
3
b) Développement du binéme en 0 :
Soit v un réel. Posons f(z) = (1 +z)*. f est de classe C* sur | — 1, +o0[, donc elle admet un DL & tout ordre en 0.

Soit k € N. Par récurrence on montre facilement que f*)(z) = a(a — 1)(a —2)...(a — k + 1)(1 + 2)** pour tout
x> —1, donc f®(0) =a(a—1)(a—2)...(a —k+1).

La formule de Taylor-Young donne :

2 3 n

(1+2z)*" 1—|—a3:—|—a(a—1) '—|—o¢(o¢—1)( 2)— + ..+a(a—1)(04—2)...(@—714—1)%—|—o(x”).

2!
Exemple : DL de 1+ a l'ordre 3 en 0 :

1
14z = (1+2)2

|

—
+
N |
+
N |
7 N
N —
N~
| 8,
N | =
/|\
N |~
~__
/T\
N w
~__
o8,
+

o)
—

8

w
N~—

I
—_
+
\
|
|
+
|
+
2
8
N

Exercice 5 Déterminer le DL de a l’ordre 3 en 0.



6 Exemples de développements limités d’une composée

Exemple 1 : DL de In(1 + sinz) & l'ordre 3 en 0

333 X—>0 X2 X3

On a vu que sinz “=" 2 — 3 + o(x3) et que In(1 + X) X - - + 5 + o(X?). Au voisinage de 0 on a donc :
23
In(1+sinz) = In(l+z-— 5 + o(z?))
x3 1 3 2+1 3 3+ (%)
= |z——)|—<z|lxz—— —|z—— o(x
6 2 6 3 6
3
1 .
= zf%f§x2+§z3+o(x3)
2 .3 s
= x77+€+0(x)

Exemple 2 : DL de €°** a ’ordre 5 en 0
2 4

X?
On a cosz "= 1_%+ﬂ+0( %) et eX H01+X+7—|—0(X2) Au voisinage de 0 on a donc :
2 4
eCosT elf%+ﬂ+o(x5)
— ex —%2+§—i+o(15)

2 24" 8

2 4
= ex 1—x2+936+o(a:5)>
= e— a2+ —a* +o(b)

2

4
X
On notera qu’ici on ne peut pas utiliser le DL de eX en 0 dés la premiere ligne car 1 — — + ﬂ + o(x%) ne tend pas

vers 0 quand z tend vers 0. D’autre part 'ordre 2 a suffi pour le DL de eX car dans X3 tous les termes auraient été
négligeables devant z°.

1
Exemple 3 : DL de = a l’ordre 3 en 1

1 Inx In(1+h)
Pour tout z > 0,onazz =e « =e 1+h en posant x =1+ h pour se ramener a un DL en 0.
Au voisinage de 0 on a :
In(1 + h) 1
— = In(1+h
1+h T ¢ md+h
h?  h3
= (1—h+h?>=h*+0(h?) x (h—7+§+0(h3))
h?  h3 2 h3 3 3
= h—?—i‘?—h 2 +h +0(h>
3h%  11h3 3
= h_7+ 6 +O(h)
donc :
elnﬁjhh) _ 6’_ 2 + +(h3)
3h2 1A%\ 1 3h2  11h3 1 3h2 11h3\° 5
= <h‘2+ 6 )+2<h_2+ 6> 6<h_2+ 6 ) +o(h)
3h?  11n3 1 1 .
= 1+h—— = (h* = 3h®) + =h3 + o(h®
+ 2+6+2( 3)+6 + o(h*)
h3
= 1+h—h2+2 o(h?)



et finalement en remplacant h par z — 1, on obtient le DL cherché au voisinage de 1 :

1 (x —1)3

ze =1+ (x—1)—(z—1)*+ 5 +o((z —1)*).

7 Exemples de développements asymptotiques

1
Exemple 1 : ex en +00

X2 X3 ) 1
Au voisinage de 0 on a eX =1+ X + S +t5 o(X3) et = 30, donc au voisinage de +oo on a :
T
1 14 1 n 1 n 1 " 1
er = — — — ol —
z 222 62° 3

1
On a obtenu un développement asymptotique de ez au voisinage de +0o : une somme de fonctions dont chacune
est négligeable par rapport a la précédente. Contrairement aux DL, ces fonctions ne sont pas nécessairement des
puissances positives.

2

Exemple 2 : xﬁ— 1 en 400
1
On va se ramener au DL de Trx en 0 en faisant apparaitre —. Au voisinage de +o00, on a :
x
x? B x?
r+1  z(1+1)
B T
141
y 1
=z
1+2

Exemple 3 : 22 + 22 — 3 en +00 et en —oo
Etude en +oo :

Comme dans I’exemple précédent, on commence par mettre en facteur le terme prépondérant pour se ramener & un
DL en 0. Au voisinage de +oo, x est positif, donc vz2 = z. On a donc :

2 3
Vaz4+2r—-3 = VaZx,/l4+=-—-—=
x

2
2 3
= I X 1“"7—72
xr oz
! X X2
Or au voisinage de Oona 1+ X =(1+X)2 =1+ 5§ + 0(X?), donc au voisinage de +o0

Vaz+2x -3 = zx

(-2)-1(C-2) ()

|
8
X

I

S
X

= /\/D/_\

_l’_

\

|
N
*e
[\

|
ool =
gl\_)”;
_l’_
N
8|
~_
~

Il
8
+

10



La courbe représentative de la fonction z — v/z2 + 2z — 3 admet donc une asymptote oblique d’équation y = = + 1

en +o00, et elle est en-dessous de asymptote au voisinage de 400 (car —— < 0 pour tout = > 0).
x

Etude en —oo :

Au voisinage de —oo, z est négatif, donc vz2 = —z. On a donc :
2 3
Va2 +2z -3 = Va2xy/[l+-——
T T
2 3
= —xX4/l4+—-- —
x T

La courbe admet donc une asymptote oblique d’équation y = —z — 1 en +00, et elle est en-dessous de ’asymptote au

voisinage de —oo (car — < 0 pour tout = < 0).
x

Exemple 4 : 2% en 0

X2
Pour tout # > 0 on a 2% = e**%, Or lirrbxlnx =0eteX 2014+ X+ > + 0(X?), donc au voisinage de 0 :
r—

(rlnz)?

2 =14zlnz+ + o((x1nz)?).

ITI Relations de comparaison (suites)

On s’intéresse dans ce paragraphe au comportement asymptoptique (i.e. lorsque n tend vers +00) des suites réelles.
1 Suite dominée par une autre

Définition 5 Soient (uy) et (v,) deuz suites réelles. On suppose que (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

On dit que la suite (u,) est dominée par la suite (v,) si la suite de terme général — est bornée.
n

On note alors :

Unp, Un)

ou simplement u,, = O(v,,) s’il n’y a pas d’ambiguité.

3n+95
n—+ —34

5
Exemple : 3n+ 5 = O(n) puisque 0 < — < 8 pour tout n € N*.
n
Proposition 21 La suite (uy) est dominée par la suite (v,) si et seulement s’il existe un réel positif M tel que
|un| < Mvy,| a partir d’un certain rang.

Démonstration :
On peut supposer, sans perte de généralité, que la suite (vy,) ne s’annule pas (méme chose pour toutes les preuves de ce paragraphe).

Un

< M, soit |up| < M|vp|.

U
(=) Supposons que la suite (—n) est bornée. Il existe donc un M > 0 tel que, pour tout n,

Un n

Un

Un

(<) Supposons qu’il existe M > 0 et ng € N tels que, pour tout n > ng, on a |un| < M|vy,|. Alors pour n > ng on a < M, et avant

. . . u 7
ng, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs, donc la suite (—n) est bornée. O
Un

2 Suite négligeable devant une autre

Définition 6 Soient (uy) et (v,) deuz suites réelles. On suppose que (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

On dit que la suite (u,) est négligeable devant la suite (vy,) si lim In _o.
n——+o0o Un

11



On note alors :
n—-+oo
Up = o(vy)

ou simplement u,, = o(v,) s’ il n’y a pas d’ambiguité.

Proposition 22 La suite (uy,) est négligeable devant la suite (vy,) si et seulement si, pour tout € > 0, il existe un rang
a partir duquel on a |uy| < €lvy].

Démonstration : Il suffit d’écrire la définition de la limite. [J

n—-+oo . n
Exemple : n" =" o(n?) car lim — =0.
n—+oo n

Proposition 23 Si (u,) est négligeable devant (vy,), alors elle est dominée par (vy,).

u u
Démonstration : Si lim — = 0, alors la suite [ — ) est bornée. [
n—+00 Uy Un

Remarque : La réciproque est fausse (par exemple, si u,, = v, alors on a u,, = O(v,) mais pas u, = o(vy)).

3 Suites équivalentes
e DEFINITION ET PROPRIETES

Définition 7 Soient (uy,) et (v,) deuz suites réelles. On suppose que (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
. s s N C 1. Un
On dit que (uy) est équivalente d (v,) st lim — =1.
n—-+oo Un

On note alors :
n—-+4oo
Up ~  Up

ou simplement u,, ~ v, s’il n’y a pas d’ambiguité.

Proposition 24
(i) Si up, ~ vy, et que vy, ~ Wy, alors u, ~ wy,.
(i1) up, ~ v, st et seulement si u, — vy = o(vy).
Un,

(#3) St uy, ~ vy, €t que Wy, ~ Ty, alors uy X Wy, ~ Uy X Ty € — ~ —.
wn ‘/'E/I'L

Démonstration : Comme pour les fonctions. O

o EQUIVALENTS ET LOGARITHMES, EXPONENTIELLES, PUISSANCES

Proposition 25 Soient (uy) et (v,) deuz suites de réels strictement positifs et différents de 1. Si u, ~ v, et que

lim u, = lim v, =0 ou 400, alors Inu, ~Inv,.
n—-+oo n—-+4oo
3 . Inw, (Un %) Invyp +1n 22 In 32
Démonstration : = = =1+ 2 — 1 quand n — +oo car Inv, — *oo. O
In vy, In vy, Inv, Invn

Remarques :

1 1
1) Attention, cela ne marche pas si lim w, = lim v, = 1. Par exemple on a 1 + — ~ 1 mais pas In (1 + > ~
n n

li
n——+oo n——+oo
In1 =0 qui n’a aucun sens.
2) Avec les exponentielles, cela ne marche pas : u, ~ v, n’implique pas e%» ~ e’». Par exemple on a n + 1 ~ n mais

1
ent
e"tl oL em car

o =eA 1.

Proposition 26 Soient (uy,) et (v,) deuz suites de réels strictement positifs. Soit o un réel. Si up ~ vy, alors u® ~ ve.

. . u% Un «
Démonstration : — = [ — — 1.0
vy Un

Attention : « est ici une constante (indépendante de n).

o APPLICATIONS DES EQUIVALENTS

Proposition 27 Soient (u,) et (v,) deux suites équivalentes. Soit £ € R. Si lim v, = ¢, alors lim wu, = /.
n—+o00 n—+00

12



u u
Démonstration : Il suffit d’écrire que u,, = on et que lim =10

Un n—+00 Up,

Remarque : Deux suites qui ont la méme limite ne sont pas nécessairement équivalentes : par exemple, lim n =
n—-+o0o
2

lim n? = 400, mais n? o n puisque — = n — +0o et non 1.
n——+oo n

Proposition 28 Si les suites (un) et (v,) sont équivalentes, alors, & partir d’un certain rang, elles sont de méme
stgne.

Démonstration :
. . Un . . N . 1 Un 3 . 3 . 3 1 .
Puisque lim — =1, il existe un rang & partir duquel on a — < — < =, soit —vp < Un < =vn (sl vn > 0) ou —vn < un < —vy (si
n—+0o0 Uy, 2 Un, 2 2 2 2 2

vn < 0), donc un, et vy, sont de méme signe. O

Proposition 29 (Théoréme des gendarmes pour les équivalents) Si u,, < v, < wy, & partir d’un certain rang et que
Up ~ Wy, alOrTs UV, ~ Wy,

4 Comparaison des suites de référence

e LIMITE D’UNE SUITE GEOMETRIQUE

Proposition 30

(i) Si ¢ >1 alors lim ¢" = +oo.

li
n—-+oo

(i) Si g =1 alors lim ¢" =1.

n—-+oo

i) Si 1 1 I n_o.
(i1i) Si <q< alorsn_lg_looq 0

(iv) Si g < —1 alors lim ¢" n'existe pas.
n—-+o0o
Démonstration :
(i) Si ¢ > 1, on peut écrire ¢ = 1+ a avec a > 0. Alors ¢ = (1 + a)™ > 1 + na pour tout n € N (récurrence ou binéme de Newton), et
lim (1+na) = +o0, donc lim ¢" = 4o0.
n——+oo n—-+oo
(ii) Si ¢ =1, alors ¢ = 1 pour tout n, donc lim ¢" =1.
n——+oo

m ¢" =0.

li
n—-+oo

1 1\"
(iii) Si —1 < ¢ < 1, alors — > 1, donc lim — ] =400, et donc lim |g|™ =0, d’ou
lq| n—+oo \ |q| n—-+oo

(iv) Si ¢ < —1, alors les suites extraites (¢2™) et (¢?"T1) ont des limites différentes, donc la suite (¢") n’a pas de limite. O
e CROISSANCES COMPAREES

Proposition 31
(i) Pour tout oo > 0 et pour tout B € R :

(i) Pour tout o € R et pour tout a > 1 :

(#ii) Pour tout a € R :

Démonstration :
(i) et (ii) se déduisent des résultats analogues pour les fonctions.
o _lal? ol lal Jal

(iii) Si |a| < 1 c’est immédiat. Supposons |a| > 1. Soit p = ||a|]. Pour tout n > p on peut écrire —— .
n! p! p+1 p+2 n
laf
k

n p P n
<1, doncmgﬂM.Or lim ﬂm:O, donc lim ﬂ:O.El
n! pl n n—+oo pl n n—+oo n!

Pour tout £ > pon a
Exercice 6 Déterminer un équivalent simple en +o0o de :

n2+n+1_ 3" Inn + n'2 — n2e” 1 11
2n+3 7 In(1+em) + /nlnn — sin(n!) n n n

13



DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS EN 0

Tous ces DL sont a savoir impérativement. En cas de doute, il est bon de savoir également les retrouver rapidement.

1
=14+az+22+.. . +2" +o(z")
11—z
izl—x—l—xz—x?’—l— + (=1)"z" 4 o(z™)
14z
$2 1‘3 $4 (—1)".’1?”+1
In(1 =r-—-—+—=——4+...+ — ntl
n(l+z) ==z 2—1—3 4+ + 1 +o(z" )
3 5 7 2n+1

Arctanx:x—%—&-%—%—i—...—i—(—l)”;n_'_l+0(m2"+2)
- 2 a3 x" "
e :1+x+§+§+...+m+o(x)

$2 $4 x2n o

— o7 +1

Chx—1+2!+4! +...+(2n)!+0(x )

33‘3 1‘5 xQn—Q—l o2

I2 334 (71)711,271 9

—_1_Z Lz N ) n+1

cosz =1 2!+4!+...+ o) + o(x )

x?) .’ES (_1)nx2n+l )
: e el ) n+2
sinz =z 3!—1—5!—1—...—1— CEE] + o(z )
¢ LT )
anr=z+ —+ — +o(x

3 15

z? x3 "
(1+x)°‘:1+ax+a(af1)5+a(a71)(0472)5+...+a(a71)(a72)...(a7n+1)ﬁ+o(x")
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