Devoir n°19 (non surveillé)

Le but du probleme est le calcul de la limite de la suite (sp),>1 définie par :
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1) a) Démontrer que, pour tout entier k£ > 2, on a la majoration :
1 P 1 1
K2 S k-1 Kk
b) En déduire que la suite (s,)n>1 est majorée.
c¢) Démontrer que la suite (s,,)n>1 converge et donner un majorant de sa limite S.
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2) Pour tout réel ¢ # 0 [r] on pose cot p = ——.
sin

a) Etablir la relation :
1

2

—— — L.
sin” ¢

cot? Y=
b) Montrer que la fonction cot définit une bijection de U'intervalle |0, 7| dans R.

3) a) Soient n € N et ¢ € R. Montrer que :

n
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b) En déduire que, pour tout p € N et pour tout ¢ € R, on a :

sin ((2p+ 1)) = Z(—l)k (gii 1) (cos )P = 2k (sin )2k + 1,
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puis que si ¢ Z 0[r], on a :
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sin ((2p + 1)) = (sing)?? +! Z(—l)k (
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4) Soit p € N* et soit P € R[X] le polynoéme défini par :
P
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Pour tout entier k € {1,...,p} on pose vy = cot? ( )

2p+1
a) Montrer que les 7y sont deux & deux distincts, i.e. que si k # &’ alors v # i
b) Calculer P(v) pour tout k € {1,...,p}.

c¢) Combien le polynéme P a-t-il de racines ? Quelles sont ces racines ?
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5) a) Etablir, pour tout réel ¢ € ]O, g [, I’encadrement :

d) En déduire les égalités :

sing < ¢ < tan .

b) En déduire que, pour tout entier p > 1, on a I'encadrement :

p2p—1)  (@2p+132G 1 2p(p+1)
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c¢) En déduire la valeur de S.

C’est Buler qui a donné en 1734 la premiére démonstration de la valeur de S. La preuve proposée ici est due a Cauchy
(1821).



