Correction du DNS 18

EXERCICE 1

1) Calcul immédiat.

) a) (=) Supposons que A est orthogonale. Alors AA” = I, donc A est inversible et A=1 = AT
(<) Supposons que A est inversible et que A~! = AT. Alors AAT = I donc A est orthogonale.

2) ) (=)
)
b) (=) Supposons que A est orthogonale. Alors A est inversible et A=! = AT donc ATA=A"1A=1.
(<) Supposons que AT A = I. Alors A est inversible et A™! = A7 et donc A est orthogonale.
3) a) Soient A et B deux matrices othogonales. Alors
AB(AB)" = ABBT AT = ATAT = AAT =1

donc AB est orthogonale.

b) Soit A une matrice orthogonale. Alors A est inversible et A= = AT donc

At A Y =AM ATy =AaA=1T

donc A~! est orthogonale.

c) Les matrices I et —I sont orthogonales (car I71 = I et (—I)T(—1I) = I) mais I + (—I) = 0 ne I'est pas.

4) a) Calcul immédiat.

b) Soit A = (2 Z) une matrice orthogonale. En écrivant que AA” = I on obtient le systéme

a®+b2=1
ac+bd =0
c+d?=1

— _ /
11 existe donc deux réels 6 et 6’ tels que { a = cosf { ¢ = cost

b=sinf d=sin@ -

L’égalité ac+bd = 0 donne cos 6 cos ' +sin 6 sin ' = 0, soit cos(6 —6') = 0 (formule d’addition). On a donc § —0" = 7/2
ou —7/2 modulo 27, donc ¢’ = 6 — 7/2 ou 6 + /2 modulo 2.

Dans le premier cas on a donc ¢ = sinfl et d = —cos @, ce qui donne A = C988 sin ¢ et dans le deuxieme cas
sinf —cosf
onac=—sinf et d =cosf, ce qui donne A = CO‘.SG sin 6 )
—sinf cosf
EXERCICE 2
. _fa ¢ ’_ a J 3 ., , ) , a+d c+¢
1) Soient M = (0 b) et M' = <O b’) deux éléments de E et soit o un réel. Alors M+ M’ = ( 0 bl € E,
_(aa ac ,  f(ad ac +cb
aM(O ab)GEetMM(O by cE.

2) Si a =0 ou b =0, la matrice M a une ligne ou une colonne nulle donc elle n’est pas inversible.

Siab#0 (i.e. si a # 0 et b # 0) alors en posant M’ = (l/a —c/(ab)) on voit que MM’ = I donc M est inversible

0 1/b
N

0 1/b ) On peut aussi utiliser la méthode de Gauss.

3) a) On raisonne par récurrence. L’égalité est vraie pour p = 1 (en fait elle I’est aussi pour p = 0).

D apibp
Soit p € N*. Supposons que MP = (cz) ¢ %;b > Alors

a—b a—b
0 ppt+1

p+1 p a?—b? p+1 aPtt—baP4ba? —bP ! p+1 aPtl_prt!
M e = (@ aPc + bet—=¢ _(a c _ (@ ct—=
0 b1 0 prtt

et le théoreme de récurrence permet de conclure.



a ¢
0
la formule du binéme de Newton :

b) On peut écrire M = =al+NouN = (0 C>. Les matrices al et N commutent donc on peut utiliser

0 0

AP = (al + NP

— i (i) (al)P~*N*

k=0

2 (e

k=0

- <§)a”] + (IDQNN (car N¥ = 0si k > 2)

=aP] 4 pa? N

_ (aP paP~lc
1\ 0 a? )

P ( b) _ (Z;}Bo o b%_w) _ (Ma) aplen(a) - mb)))

c(e®—eb)

donc a, = wn(a), Brn = @n(b) et v = 55 (pnla) — @n(b)) et donc a = e, f = el et vy = —

B, =Y % (% Pazplc) _ <ZZBO o czg;;o pZ;*) _ (wné@ c?n(z()@)

p=0 p!

p—1 p—1 _1 P
car E;L:o pap, = 22:1 (2_1)1 = ZZ:O % = ¢n-1(a).

Ainsi a,, = pp(a), Brn = nla) et v, = cpn—1(a) et donc o = €2, f = e® et v = ce®.

! /

5) a) Soient M = (g IC)) et M/ = (% Z,) deux matrices de E telles que f(M) = f(M').

a a (1/ / a,
Sia =betad =V alors f(M) = (eo C;) et f(M') = (60 c?) donc 'égalité f(M) = f(M’) donne

e
immédiatement a = @’ puis ¢ = ¢, i.e. M = M’.
ea C(ea_eb) ea, c/(ea/feb/)

Sia#beta #b alors f(M) = 0 a—b et f(M') = 0 a' ¥ donc Végalité f(M) = f(M') donne

e e

immédiatement a = a’ et b =0 puisc=c,i.e. M = M'. .

. , , e ce e (e =) .
Sia=beta #b alors f(M) = (O e“) et f(M') = ( 0 a/e;/b/ > donc f(M) et f(M') ne peuvent pas étre
égales sinon on aurait a = a’ et a = b donc o’ =¥'.

De méme, si a # b et o’ = b alors f(M) et f(M') ne peuvent pas étre égales.
Ainsi on voit que si f(M) = f(M’) alors M = M’, donc 'application f est injective.

b) La matrice nulle n’a pas d’antécédent par f (car on ne peut pas écrire 0 = e® avec a réel) donc f n’est pas
surjective.

¢) Notons F Iensemble des éléments de F dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs. On a clairement
f(E) C F. Etablissons 'inclusion réciproque.

. a c s , . . Ina cw
Soit M = 0 p) W élément de F' avec a # b. Alors on peut écrire que M = f(N) ou N = 0 1(111 bb , donc
M € f(E).

. a c (2 . . Ina £
Soit M = 0 o) élément de F'. Alors on peut écrire que M = f(N) ou N = 0 hila , donc M € f(E).

Ainsi on a bien F C f(FE), et donc f(F) = F.



