TD18 : TMC - corrigé

Application 1

On utilise la régle de la main droite. Le déplacement de M fait tourner la direction (OM) dans le sens
anti-horaire donc Lo (M) est entrant (©). Le poids tend a faire tourner la direction (OM) dans le sens
horaire donc .Zp (P) est sortant (). La tension du fil est dirigée vers O donc .Zo(T) = 0.

Application 2

On modifie le théoréme du moment cinétique énoncé dans I’exemple, en ajoutant la force de frottement
fluide :
dolM) _ o o oo
o = o)+ Mo(T)+.Mo(f)

On calcule le moment de la force de frottement :

-,

My(F) = OM N (—aF) = Gty N (—aulbiig) = —al>0i,
La projection du TMC sur i, conduit a :
ml?@ = —mglsin @ — al’o

que I’on simplifie dans 1’approximation des petits angles :

ml26 = —mglh — al®f — é+99+§9=0
m

On identifie la pulsation propre et le facteur de qualité :

a all

g
¢ g mawy m [g
a = (JJ()Z\/; et |[Q=—=—,/°
m

|8 &,

Application 3

On commence par déterminer le signe des dif-
férents moments de force. La force N tend
a faire tourner la direction (OA) dans le sens

horaire donc .#x(Ny) < 0. La force 7} tend
a faire tourner (OA) dans le sens anti-horaire

donc x(T;) > 0.

Les forces N, et Tz tendent a faire tourner la
direction (OB) dans le sens anti-horaire donc
Mp(Ny) > 0 et Ax(T>) > 0. Enfin le poids
s”applique en un point de I’axe donc .# (P) =
0 (bras de levier nul). On représente sur la fig-
ure les droites d’action des différentes forces
et leur bras de levier.

Les réactions normales 1_\71 et 1_\72 ont un bras de levier égal a 2R. Les réactions tangentielles Tl et Tz ont un
bras de levier égal a R. On peut conclure :

MNN) = =2R|Ni||| 5 | Aa(N2) =2R|Na| | 5 | Aa(Th) =2||Th
AMNT)=R||Ti||| 5 | #a(P)=0
Application 4

1. La masse est soumise a son poids P, a la tension du fil

T et a la force de rappel élastique F exercée par le ressort.
On les représente sur le schéma. La regle de la main droite

indique que .7, (F) < 0 et ., (P) > 0 (car Iaxe (0z) est ®).
La tension est dirigée vers (Oz) donc .#,(T) = 0. On trace les
droites d’action de P et F. Le bras de levier du poids est égal

aacos 6 donc | M,(P) = mgacos 6 |.

Le bras de levier de la force de rappel s’identifie a la distance
OH, avec H le projeté de O sur la droite d’action. Pour cal-
culer cette distance on remarque que le triangle OAM est isocele en O donc H est au centre du segment
[AM] et la droite (OH) est la bissectrice de 1’angle 6. Ainsi, sachant que OA = a, on peut dire que
OH = acos g. Puisque la longueur a vide du ressort est nulle, la norme de la force de rappel vaut :

|F|| = kAM = 2kAH = 2kasin . On en déduit que :

M(F) = —OH x ||F|| = —ka* x 2cosgsing

Cette expression se simplifie sous la forme : | M(F) = —ka?sin6 |

2. On applique le théoreme du moment cinétique & M, par rapport a I’axe orienté fixe (Oz), dans le
référentiel terrestre supposé galiléen. On se place a I’équilibre donc le moment cinétique est nul :

My(P)+ M(F) =0 < mgacos Beq — ka®sinfeqg = 0 <= | tan fq = %
a
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3. Dans le cas général le TMC conduit a : * Exercice 2 : Pendule conique
6—¢ 1. Le mouvement de la masse est circulaire et uniforme, de rayon r = ¢sin. Dans la base cylindrique,
. ) = Usina wiig et le moment cinétique vaut :
ma*9 = mgacos 6 — ka’sin® avec €08 0 = €08 (Beq + €) =2 COS Beq — £5in Beq
7 Y . R L
sin @ = sin(feq + £) = sin Beq + £c0s Oeq Lo(M)=OM N mv =4 (—cos aii; + sin i) Aml@sin Qiig

On obtient alors : Apres calcul, on obtient | Lo (M) = m¢> wsin a (cos Qiif, + sin atii, ) |

2. 2 _ . > =
ma”€ = mga cos g — ka”sin beq (mga $in Beq + ka cos Geq> € On dérive par rapport au temps (seul i, est variable dans 1’expression de Lo(M)) :

=0 (cf question 2)
N N , . . dLo(M) 5 5. -
Apres simplification on obtient I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique : @ ml” @ sin 0 cos Qtiig
.. g . k
€+ p $inBeq + m c0s6eq | €=0 2. On applique le TMC a la masse m, par rapport a O, fixe dans le référentiel terrestre supposé galiléen :
dLo(M) Lo -
SO — Ao (P)+.Ao(T)

. . S . k
La pulsation des petites oscillations vaut : | @y = \/ 8 sin Ocq + — cOS Ocq |
a m

avec //Zo(f’) = {(—cos aii; + sinaii,) A —mgii; = mglsin tiig.

= —
% Exercice 1 : Le toboggan Le moment de la tension du fil est nul car T est colinéaire & OM. Par projection sur iig, on obtient :

(0z)
. . 8
1. On applique le TMC a I’enfant, par rapport a I’axe (Oz), dans ml* @ sincrcos @ = mglsino <= | cosor = 102
le référentiel terrestre supposé galiléen :
dL,(M) - = g)l . ’ P
G = AMP)+ AN *x Exercice 3 : Mouvement d’une masse attachée a un fil
1. On applique le TMC a la masse m, par rapport a O, dans le )
Ce qui donne, en coordonnées cylindriques : référentiel terrestre supposé galiléen : N <
2§ 5 & dLo(P) = | o om oo 0 T i
0= 0 6 —=cos0=0 = &
mr mgrcos 0 <— ~ cos 5 Mo(T)+ Mo(P)+ #p(N) < S~
)
2. On applique le TEC a I’enfant dans le référentiel terrestre, entre A et M : avec //Zo(T") =0car T / a)D et Ap (P) + My (K]) = 5?3 A p
. . (P+N) =0 car P et N se compensent (le mouvement reste
Eo(M) — Eo(A) = W(B) + W (N) = mg (24 — 2n1) — mgr (sin 6 —sin 6) horizonital). '
N—— N——
-0 =0

(P)

Par conséquent % = 0 donc le moment cinétique du point

On détermine la vitesse au point M : P se conserve au cours du temps. Or :

1
Emvz = mgr(sin@y —sin@) <= |v=+/2gr(sinB —sin b))

Lo(P) = mf*0ii, < (*6 = Cste

Ar=0,60= t¢=adonc: a?wy =00 < |0(t)= == ———ap |.
Au point B (6 = %), la vitesse vaut vg =+/2gr(1—sinfy) =6,4m-s ! | @ © adonc : a“ty () 7l (afbt)zwo
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2. On applique le PFD a la masse m dans le référentiel terrestre, projeté sur i, :

—ml@%i, =T —

T=-ml (a—

02

—

i =

4.2
R

B

On revient maintenant au TMC :

. ]
ma®@ = (ka®> — mga) sin 6 — kaly sin >

Apres simplifications, on obtient :

3. On applique le TEC a la masse m dans le référentiel terrestre supposé galiléen, entre la date = 0 et une

date ¢ quelconque :

é—i—(g—E)sinG—i—%sinQ:O
a m ma 2

— 1 AN2 1 2
W(T)=E.~ Eco= Em(ZG) B Em(aw()) Enfin, en utilisant les notations de I’énoncé, on aboutit a I’expression attendue :

Le poids et la réaction ne travaillent pas car elles sont orthogonales au mouvement. En exprimant 6 en
fonction de ¢, on obtient :

R ]
0+ w? (\/gsinz —sine) =0

- 1 2.2 (12
W(T)zima lon 6—2—1

2. Le systeme est en équilibre si :

. - o .6 .
«+ Exercice 4 : Pendule a ressort M:(P) + M(N) +M(F) =0 = V3sin7 —sin6 =0

//////////
11777y

1. La masse est soumise a son poids P, a la force de rappel A En utilisant la formule de I’angle double, on réécrit cette équation de la maniere suivante :
du ressort F et & la réaction normale du rail N. On applique le )
TMC a la masse M par rapport a I’axe (Oz) dans le référentiel a g sin % =0 —=
terrestre supposé galiléen : 0 0
Oz a sinz(\/’g—Zcosz) =0 < (0u
dL.(M - o o @ y 6 _ 3 _T
%:,//JZ(PHL//ZZ(NH///Z(F) T ~ cosy =79 & |bq=3
N F
avec dLii(tM) — ma20, M I—,') = —mgasin@ et . ( IV) —0. N 3. On simplifie I’équation du mouvement autour de G =0 :
M
On calcule le bras de levier de la force de rappel. Dans un sin(¢)~¢& et sin (;) ~ g
premier temps, on note que AOM =  — 6. Comme le triangle X P
AOM est isocele en O, on en déduit que : Par ailleurs, 6 = &, d’o :
OAM = oM = & 3 A
= =— 3 3
2 é+w2<288>=0<:> é+(21)w28:0
A
Le bras de levier vaut donc : d = asin % On exprime maintenant le moment scalaire N
de la force de rappel (d’apres la valeur de ¢y, on peut vérifier que le ressort est N Il s’agit de I’équation d’un oscillateur harmonique. On en déduit que la position d’équilibre Bq; = O est
toujours €tiré) : N stable et la pulsation propre des petites oscillations vaut :
M(F)=d k(£ —1p) a'
Il reste a exprimer la longueur ¢ = AM du ressort : ' \ / V3
' =\ -—-1w
(4] ! \ 2
{=2acos — OI\\ d
'/e'\ . ' F On simplifie maintenant 1’équation du mouvement autour de 6. = % :
On termine le calcul du moment : A

. sin ( +£):sin%+£cos§:§+%

—_
0

b/
3
- . 0 6 5 . . 6
//Z(F)7asm§-k(2acos§—£0) = ka sme—kaéosmz g+%)zsm%+§cos%:§+%e

sin (
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-+ o’ <\/§<;+\fs> —(f—k;)) =0

Apres simplifications, on aboutit a :
2
0}
E+—¢e=0
4
Il s’agit a nouveau de 1’équation d’un oscillateur harmonique. On en déduit que la position d’équilibre
Oeq2 = % est stable et la pulsation propre des petites oscillations vaut :

_o
® =7




