Fiche d’exercices : Espaces vectoriels

Exercice 1 Les sous-ensembles de R? suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?
1. {(z,y) eR? |y =0} 3. {(z,y) € R? |y = 22} 5. {(z,y) € R*|2® +y*> =0}
2. {(x,y) € R*|y > 0} 4 {(z,y) eER*|ly=22+1} 6. {(x,y) € R*|2® +¢* =1}

Exercice 2 Les sous-ensembles de RY suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R ?
1. 'ensemble des suites qui tendent vers 0, 4. 'ensemble des suites bornées,
2. I’ensemble des suites qui tendent vers 1, 5. ’ensemble des suites non nulles,

3. 'ensemble des suites divergentes, 6. ensemble des suites stationnaires.

Exercice 3 Les sous-ensembles de F(R, R) suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de
F(R,R)?

1. ’ensemble des fonctions constantes, 3. ensemble des fonctions polynomiales,

2. I’ensemble des fonctions convexes, 4. 'ensemble des fonctions 27-périodiques.

Exercice 4 Les sous-ensembles de K[X] suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de
K[X]?

1.{Pe K|X]|P(1) = P(2)}
2. {P € K[X]| deg P > 2}

3. {P € K[X]| X? + 1 divise P}
4. {P € K[X]| deg P pair} U {0}

Exercice 5 Les sous-ensembles de M, (R) suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de
M (R)?

1. ’ensemble des matrices diagonales, 5. Pensemble des matrices inversibles,

) . . .
2. l}e‘nsemble des matrices triangulaires | g pepsemble des matrices non inversibles,
supérieures,

, .
3. Pensemble des matrices symétriques, 7. ensemble des matrices de trace nulle,

4. 'ensemble des matrices antisymétriques, | 8. I’ensemble des matrices nilpotentes.

Exercice 6 Dans I’espace vectoriel R?, on considere les vecteurs u = (1,2,3), v = (—1,2,1)
et w=(7,2,9). Le vecteur w appartient-il & Vect(u,v)?
Exercice 7 Dans I’espace vectoriel R* on considere les vecteurs u = (3,2,1), v = (0, —1,4)

et w = (1,0,2). Soit F = Vect(u) et G = Vect(v,w). Montrer que F' et G sont des sous-
espaces supplémentaires de R3.

Exercice 8 Montrer que l’ensemble des fonctions affines et ’ensemble des fonctions
f : R — R dérivables telles que f(0) = f'(0) = 0 sont supplémentaires dans D(R, R).

Exercice 9 Soit E = K,[X] et soit A un polynéme de degré m avec 0 < m < n. Soit F
I’ensemble des polynoémes P de E tels que A divise P. Montrer que F' est un sous-espace
vectoriel de E et que E = F & Kp—1[X].

Exercice 10 Soit E 'ensemble des suites réelles convergentes. Soit F' I’ensemble des
suites réelles qui convergent vers 0. Montrer que E est un espace vectoriel, que F' est un
sous-espace vectoriel de F, et trouver un supplémentaire de F' dans F.

Exercice 11 Soit £ = C(R,R).

1) Soit a e Ret F = {f € E| f(a) =0}. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E
et trouver un supplémentaire de F' dans E.

2) Méme question avec F' = {f € E| f(a) = f(b) =0} ot a,b € R avec a # b.

3) Soient F' = {f € E|f(a) =0} et G = {f € E|f(b) = 0} avec a # b. Montrer que
FE = F + G. Sont-ils supplémentaires ?
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Exercice 12 Les matrices A = (10 6 ), B = (2 _3) et C = (_2 _4) forment-
elles une famille libre de M2(R) ?
-1 2 3 0 —1 1 -5 A 7
Exercice 13 Soient A=(-3 4 -1|,B=|-3 5 -2|,C=1|-9 10 -1
0o 1 -2 1 0 -5 -2 5 0

Déterminer A et p pour que la famile (A, B, C) soit liée.

Exercice 14 Les familles de fonctions suivantes sont-elles libres ou liées dans F(R,R) ?
1. (x — chz,z — shz,z — €%).

2. (x — sinz, z — cosz,x — shz,z — chx).

3. (z = e*® x> €%z — ') (avec o, B et 7 des réels deux & deux distincts).

1

. (x> sinz,z — sin(z + ),z — cos(z + 0)) (ol 0 est un réel fixé).

Exercice 15

1) Soient, dans R*, w1 = (1,1,1), ua = (1,1,2) et ug = (1,2, 3). Montrer que la famille
(u1,u2,u3) est une base de R3.

2) Déterminer les coordonnées de v = (5, —1,3) dans cette base.

Exercice 16 On considére les polynémes P; = X? 43X — 2, P = X2+ X +1et
P3=X%-1.

1) Montrer que (Pi, P2, P3) est une base de Ro[X].

2) Déterminer les coordonnées de P = aX? + bX + c dans cette base.

Exercice 17 Les familles suivantes sont-elles libres, liées, génératrices de R? ? Sont-elles
des bases de R??

1. ((1,2,3)) 5. ((1,2,3),(0,4,5), (0,0,6))
2. ((1,2,3), (4,5,6)) 6. ((1,0,1),(0,1,1),(1,1,2))
3.((1,2 3),(4 5,6),(0,0,0)) 7.((1,2,3),(0,4,5), (0,0,6),(7,8,9))
4.((1,2,3),(4,5,6), (2,4,6)) 8. ((1,0,1),(0,1,1),(1,1,2),(0,1,0))

Exercice 18 Dans R® on considere les vecteurs u = (1,2,3), v = (2,3,4) et w = (4,5,a)
ot a € R. Pour quelles valeurs de a la famille (u, v, w) est-elle libre, liée, génératrice, une
base de R®?



Exercice 19 Soit (u,v,w) une base d’'un K-espace vectoriel E. Montrer que la famille
(v + v,v + w,w + u) est aussi une base de E.

Exercice 20 Montrer que la famille (X*(1 — X)" *)ocrcn est une base de K,[X].

Exercice 21 Soit (x1,x2,...,%,») une famille libre d’un espace vectoriel E. La famille
(z1 + z2, 22 + 3, ..., Tn—1 + Tn, Tn + x1) est-elle libre ?

Exercice 22 Soient ai,...,a, des réels deux a deux distincts. Montrer que la famille
(z — e%7)i1<icn est une famille libre de F(R,R). Que peut-on en déduire quant & la
dimension de F(R,R)?

Exercice 23 Dans chacun des cas suivants, montrer que F' est un sous-espace vectoriel
de E et en déterminer une base.

.E=R%*et F ={(z,y) € R?*|z — 2y = 0}.

E=R¥et F={(2,y,2) €ER®* |20 +y—2=0et z+y+ 32 =0}
.E=R3et F ={(x,y,2) € R*|z — 2y — 3z = 0}.

.E=R¥et F ={(2,y,2) € R®|x — 2y = 0}.

.E=R*et F ={(x,y,2,t) ER*|z+y—2—t=0et x+2y+32z+t=0}
.E=R*et F={(2,y,2,t) € R* |z — 2y = 0}.

.E=R*'et F={(2,y,2,t) ER* |z —2y =0 et t = 0}.
.E=KyX]et F={P e Ky X]|P(1)+ P(2) =0}.

. E=K3[X]et F={P e K3[X]|P(1)+ P(2) =0}.

10. E = K3[X] et F = {P € K3[X]| P(0) = P'(0) et P(1) = P'(1)}.
11. E = Ka[X] et F = Vect(X, X + 1, X +2).

12. E = My (R) etF:{<a+2b 2“;6) |a,b6R}.
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13. E=M3R) et F={A € M3(R)| Tr A =0}.

14. E = F = C (distinguer selon que C est considéré comme espace vectoriel réel ou
complexe).

15. E=C et F =R (idem).
16. E=C*(R,R) et F ={y € E|ay” + by’ +cy =0} olt a,b,c € R avec a # 0.

Exercice 24 Montrer que les sous-ensembles de M, (K) suivants sont des sous-espaces
vectoriels de M., (K) et déterminer leurs dimensions.

1. ensemble D, (K) des matrices diagonales,
2. 'ensemble 7,7 (K) des matrices triangulaires supérieures,
3. 'ensemble S,,(K) des matrices symétriques,

4. Pensemble A, (K) des matrices antisymétriques.

Exercice 25 Soit E I'ensemble des fonctions continues de [—1, 1] dans R affines sur [—1, 0]
et sur [0, 1]. Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une base.

Exercice 26 Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux espaces vectoriels sur K. On munit £ x F'
des lois + et . définies par (z,y) + (z',y') = (z + 2',y + ) et a.(z,y) = (a.z,2.y), ol z,
¥ eE yyeFetack.

1) Montrer que (E X F,+,.) est un K-espace vectoriel.

2) Montrer que si E et F sont de dimension finie, alors E x F aussi, et déterminer sa
dimension.

Exercice 27
1) Soient les ensembles F = {(z,y,2,t) € R*|3z —y +2 = Oet x — 2y +t = 0} et
G={(z,y,2,t) ER*|2x +y+2+t=0¢et x —y =0}

a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R* et déterminer une base
de F' et une base de G.

b) F et G sont-ils supplémentaires ?

c) Déterminer une base de F'N G et une base de F + G.
2) Mémes questions avec F' = {(x,y,2,t) ER* |z —y —2z+t=0et 3z +y+ 2+t =0} et
G = {(z,y,2,t) ER*|3x + 5y + 52—t =0et 22—y + 2z — t = 0}.
3) Mémes questions avec F' = {(z,y,2,t) ER* |z +y+ 2+t =0} et G = {(a,b,a+b,a—
b)| (a,b) € R?}.

Exercice 28 Dans R® on considere les vecteurs a = (—1,1,2,1,—1), b = (0,1,0,2,0),
c=(1,1,2,1,1) et d = (1,2,4,2,1). Soient F' = Vect(a,b) et G = Vect(c,d).
1) F et G sont-ils supplémentaires ?

2) Déterminer les dimensions de F' + G et de F'N G et en donner des bases.

Exercice 29 Dans chacun des cas suivants, montrer que F et GG sont des sous-espaces
vectoriels de E = K3[X], déterminer leurs dimensions et étudier F + G et FNG.
1.F={PeE|P(1)=0},G={Pe E|P'(2)=0}.

22 F={PcFE|P1l-X)=P(X)},G={PcE|P(1-X)=—-P(X)}.

Exercice 30 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E de méme dimension. Montrer que F et G admettent un
supplémentaire commun.

Exercice 31 Déterminer le rang de la famille de vecteurs de R3[X] (Py, P2, Ps, P4) o
P = -8X3+5X%24+3X 44, P, =X>+2X?-3X+1, Ps = X>+9X%2 10X +5 et
Py=-2X3+3X?2-X+2.

Exercice 32 Soient a et b deux réels et soient u = (a, b) et v = (a+2b,2a+b). Déterminer
le rang de la famille (u,v).

Exercice 33 Soit a un réel et soient u = (a, —a, 1), v = (a+1,a—1,a—1) et w = (2a,a, —1).
Déterminer le rang de la famille (u,v,w).



