Correction du DNS 21

EXERCICE 1

1) La fonction sinus est bornée et lim shx = +oo donc
r—r+00

. sinx
lim =0
z—+oo shx

2) Le numérateur est équivalent a —a>

au voisinage de +oo car z*
dénominateur est équivalent & 22 donc

e~ " tend vers 0 et zln(1 + z) T 2Ina, et le

rte™® 4+ xn(l +z) — 22

lim =—1.
T—+00 d+ 22 +1
3) On pose h = 2 — 1/2 (soit £ = 1/2 4 h) pour se ramener en 0 :
cos(mx) . cos(m/2 4 mh) . —sinwmh . —7h T
= lim ——— 2 —1lim —— = lim — = ——
z—1/2 20— 1 h—0 2h h—0  2h h—0 2h 2

4) On peut factoriser le numérateur et le dénominateur par z — 2 :

2

I z?—4 . (x —2)(x +2) . x+2 4
im—————=1im ————~ = lim =4.
e=222 —-3c+2 2-2(x—2)(z—1) a2-2x-1
5) On a
1 z z1n 1 x+1
lim (1 - ) = lim ¢"' (1+1) = lim "™ 7 = lim @+ —zhnr _q
z—0 €T z—0 z—0 z—0

car zln(x + 1) et zlnx tendent vers 0 en 0.

6) Au voisinage de 0 on a

2 2
V14 2z = (1+2x)1/2:1+%(2x)+% <1> (2;) to(z?) =1+2— = +o(z?)

et

Vi+3r=(1+32)"" =1+ %(330) +§ (—2> (32)*

2
donc 1+ 2x — ¢/1+ 3z = % + o(z?) et donc

V12— 1432 1
lim =

z—0 xr2 9
7) Au voisinage de 0 on a
1 In(1+42) z—x?/2+0(z?)
(1 —+ ZE)Z = e x = e x — 61*1/2+0(m) —

e.e”/HHe) = ¢(1 - 2/2+ o)) = e — ex/2 + o(x)
donc

1
1 T — — 2 _
lim (14 2) € _ i © ex/24o(x) —e e

—0 T —0 T 2"

8) On pose h =2 — 1 (donc x =1+ h). Alors

im (2 1 ~ lim l1+h 1 _hmh—i—hz—ln(l—i-h)
esi\Inz z-1) #w=0\In(l+h) h) w0  hln(l+h)

Or au voisinage de 0 on a hln(l + h) ~ h? et

h+h*—In(1+h) =h+h®>—h+h*/2+o(h?®) = 3h*/2 + o(h*) ~ 3h?/2
donc
. h+h2—ln(1—|—h)_l. 3h?/2 3
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9) Considérons les suites de termes généraux u, = n et v, = n + 1/2. Elles tendent toutes deux vers +oo mais
Un — |un] = 0 tend vers 0 alors que v, — |v,| = 1/2 tend vers 1/2. Par conséquent

. _ PN .
IETOO (x — |z]) n’existe pas.

EXERCICE 2

1) On a
VE-1_

lim =0
z—=0 Inx

donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. De méme

V-1  V1+h—-1 . 1+h/2+0h)—-1 1
lim Y—— = lim ——— = lim ==
z—>1 Inz h—0 In(14 h) h—0 h+ o(h) 2

1
donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(1) = 3

2) On a

-1
vi-1_ .

lim M = lim

=0 -0 =0 xlnz
donc f n’est pas dérivable en 0.
3) La fonction est de classe C! sur |0, 1] comme quotient de fonctions de classe C!, et pour tout z € |0, 1] on a
-1
£(2) ;\]/IE_\/E Vrlnz — 2v/x + 2
x) = = .

In? 221n% 2

Déterminons la limite de f/ en 1. En posant h =z — 1 on a

VEInz—2v/a+2 = V1 + hln(14+h)—2vT + h+2 = (1+h/2+0(h))(h—h?/2+0(h?))—2(1+h/2—h? /8+0(h?)+2 Z h? /A+o(h?)
et

2210z = 2(1 + h) In?(1 + h) < 2h>
donc

R4 1

. / BT
Jim fi(2) = Jim S = 5

1
D’apres le théoréme de limite de la dérivée on en déduit que f est de classe C! sur ]0,1] et que f/(1) = 3

EXERCICE 3

1) Pour tout n € N*, w41 — u, = > 0 donc la suite (u,,) est croissante.

(n+1)*(n+2)?
Pour tout n € N*,
1 1 1 —2n3% —8n? —12n—4

J— f— —_——_— = O
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donc la suite (v,,) est décroissante.

1
Enfin, lim (v, —u,)= lim — =0, donc les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
n—+o0o n—-+oco N

2) La décomposition est de la forme

1 a b c d

S A A SRR CESE

avec a,b,c,d € R.

En multipliant par k% et en prenant k = 0 on obtient b = 1. En multipliant par (k + 1)? et en prenant k = —1 on
obtient d = 1. En mettant au méme dénominateur et en identifiant les numérateurs, ou en donnant d’autres valeurs a
k, on obtient a = —2 et ¢ = 2. Ainsi

1 2 1 2 1
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pour tout k£ € N\ {0,1}.
3) Pour tout n € N* on a donc

n

n n 1 n
SR IR ) D B M o
k=1 k=1 k=1 prll

On regroupe la premiere et la troisieme somme pour faire apparaitre une somme télescopique, et on fait un changement
d’indice dans la derniere somme :

=

2Z(M—)+zk2 DI

+Zﬁ+zk2_

2
7r
Les deux sommes tendent vers 5 donc finalement

. T
lim u, =— — 3.
n——+o0o 3



