Devoir n°22 (non surveillé)

EXERCICE 1

Calculer lirf (f/xd + 22 — \?’/x‘3 — x2>.
T—r+00

EXERCICE 2 - Somme harmonique et constante d’Euler
. : o —~ 1
On considere la suite (H,)n>1 de terme général H,, = Z T
k=1

1) Etudier la monotonie de (H,).

1 1
2) a) Soit k € N*. Montrer que P <In(k+1)—Ink < 7
(i) A Paide de I'inégalité des accroissements finis.
k+1 dt

(ii) En encadrant l'intégrale / ot
k

b) En déduire que In(n + 1) < H, <Inn + 1 pour tout n € N*.

¢) En déduire la limite et un équivalent simple de H,, au voisinage de +oc.
3) On considere la suite de terme général u, = H, — Inn.

a) Etudier la monotonie de (uy,).

b) En déduire que (u,) est convergente et que sa limite est comprise entre 0 et 1.

La limite de (u,) est appelée constante d’Euler et notée v : on a donc H,, = Inn + v+ o(1). Une valeur approchée
de v est 0,577. On ne sait pas si 7 est un nombre rationnel ou pas.

EXERCICE 3

11—t
1) Montrer que la fonction ¢ : ¢ —

définit une bijection de ]0,1] dans Ry.
Dans la suite, on note u la fonction réciproque de cette bijection.

2) Dresser sans calculs le tableau de variation de u avec ses limites en 0 et en +oo.

N =

3) Montrer que u(1) >

4) Montrer que u(z)® + zu(x) — 1 = 0 pour tout x > 0.

5) a) Justifier que u est dérivable sur Ry et montrer que u'(x) = Tu@) T pour tout = > 0.
u(z x

b) Montrer que |u'(z)| <

3u(z)

6) Déterminer le développement limité de u & lordre 1 en 0.

pour tout x > 0.

7) a) Montrer que u(x) ~ — au voisinage de +o0.
x

1
b) Déterminer un équivalent de u(xz) — — au voisinage de +oc.
x



