Chapitre 15

INTEGRATION

I Fonctions en escalier

1 Subdivisions d’un segment

Définition 1 Une subdivision d’un segment [a,b] de R (a < b) est une famille finie 0 = (co,c1,...,c,) d’éléments
de [a,b] telle que a =cop < 1 < ...<cp=b.

a b
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On appelle alors pas de o le réel JJhax |ek+1 — ex|, c’est-a-dire ’écart maximal entre deux éléments successifs de la
IPKN—
subdivision.
b—a
Par exemple, en posant ¢y = a + k—— pour 0 < k < n, on définit une subdivision (dite réguliere) de [a,b] dont le
n

a
pas est ——.
n

2 Fonctions en escalier sur un segment

Définition 2 f : [a,b] — R est une fonction en escalier sur [a,b] s’il existe une subdivision o = (cq,...,cn) de
[a,b] telle que f soit constante sur chaque intervalle |k, cpi|.

On dit alors que la subdivision ¢ est subordonnée a f.

On notera &([a, b]) ensemble des fonctions en escalier sur le segment [a, b].
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Proposition 1 Si f et g sont deux fonctions en escalier sur [a,b], alors f+ g, af (od a € R) et f X g aussi.

En particulier, £([a,b]) est un sous-espace vectoriel de (F([a,b]), +,.).
Démonstration :

Pour af, c’est immédiat. Pour f 4+ g et f x g, il suffit de considérer une subdivision subordonnée & la fois & f et & g (obtenue par exemple

en réunissant les points d’une subdivision subordonnée & f et d’une subdivision subordonnée & g). O
Proposition 2 Une fonction en escalier sur un segment est bornée sur ce segment.

Démonstration : Elle prend un nombre fini de valeurs. O



3 Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

Définition 3 Soit f une fonction en escalier sur le segment [a,b]. Soit o = (co,...,cn) une subdivision de [a,b]

subordonnée o f. L’intégrale de f sur [a,b] est le réel noté f défini par :
[a,0]

n—1

/ F= (erer—cr)n,
[a,b] k=0

ot Ay désigne la valeur prise par f sur Uintervalle |k, cpi1].

Interprétation : f est la somme des aires algébriques des rectangles définis par 1'axe des abscisses et la courbe
[a,b]
(aires comptées négativement lorsque A; < 0).
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Proposition 3 Le nombre f est indépendant de la subdivision o choisie.

[a,b]

C’est-a-dire que si 'on prend une autre subdivision subordonnée a f, la valeur de f est la méme.

[a,b]

Démonstration :

Remarquons d’abord que si on rajoute un point & o, 'un des rectangles est séparé en deux, mais la somme des aires des deux nouveaux
rectangles est égale & ’aire du rectangle initial, donc I’intégrale ne change pas.

Soient o1 et o2 deux subdivisions de [a, b] subordonnées & f. Notons o1 Uz la subdivision obtenue en réunissant les points de o1 et de o2.
On passe ainsi de o1 & 01 U o2 en ajoutant un nombre fini de points, donc, d’aprés la remarque précédente, 'intégrale associée a o1 U o2

est égale & celle associée & o1. De méme, elle est égale a celle associée & o3. Les trois intégrales sont donc égales. [J

4 Propriétés

Proposition 4 (Linéarité de l'intégrale) Soient f,g € E([a,b]) et a, 8 € R. Alors :
b b b
[ @+ so@de=a [ f@izss [ g)dr

b
On dit que Papplication ¢ : £([a,b]) — R définie par o(f) = / f(z) dx est linéaire.
a

Démonstration :
Soit o = (co, ..., cn) une subdivision subordonnée & la fois & f et & g. Notons Ay et py les valeurs respectives de f et de g sur ey, cpy1].
n—1 n—1 n—1 b b
Alors /[ b}(af +B89) = (chy1 —cr)(@he + Bur) = > (crp1 — )Mk + B Y (chy1 — cr)pn = a/ f(z)de + 6/ g(x)dz. O
@ k=0 k=0 k=0 @ @

b
Proposition 5 (Positivité de l'intégrale) Soit f € E([a,b]). St f est positive sur [a,b], alors / f(z)dx > 0.
a
Démonstration : Immédiat. O

b b
Corollaire 6 (Croissance de l'intégrale) Soient f,g € E([a,b]). Si f < g sur [a,b], alors / f(z)dx < / g(x)dz.

Démonstration : Appliquer la proposition précédente & g — f et utiliser la linéarité de 'intégrale. O



II Intégrale d’une fonction continue sur un segment
1 Approximation d’une fonction continue sur un segment par des
fonctions en escalier

On admet le résultat suivant :

Proposition 7 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors, pour tout € > 0, il existe deuz fonctions en escalier sur
[a,b] @ et telles que :

p<f<y

Yp-—p<e

Autrement dit, on peut encadrer f par des fonctions en escalier d’aussi pres que ’on veut.

2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Proposition 8 Soit f une fonction continue sur le segment [a,b]. Soit A l'ensemble des fonctions ¢ en escalier sur
[a,b] telles que p < f et soit B l'ensemble des fonctions i en escalier sur [a,b] telles que b > f.

Alors lensemble A = {f[a b P | € A} est majoré, l'ensemble B = {f[a o ¥ |1 € B} est minoré, et sup A = inf B.

Cette borne commune est appelée intégrale de f sur [a,b] et est notée f.
[a,b]

On a donc :
f:sup{/ <p|cp65([a,b])et<p<f}:inf{/ w|¢€5([a,b])et@/1>f}.
[a,b] la,b] la,b]

Démonstration :

La fonction f est continue sur [a, b], donc elle est bornée. Soient m un minorant et M un majorant de f sur [a, b]. Alors, pour toute fonction
p € A on a f[a b ¥ < M (b — a), donc 'ensemble A est majoré (par conséquent il admet une borne supérieure). De méme, pour toute

fonction ¥ € B, on a f[a b] ¥ > m(b — a), donc I'ensemble B est minoré (par conséquent il admet une borne inférieure).

Soit p € A et ¢ € B. Alors ¢ < 1 donc f[a b ¥ < f[a b] 1. Ainsi tout élément de B est un majorant de A, donc est supérieur ou égal a
sup A. Par conséquent, sup A est un minorant de B, et par suite sup A < inf B.

Soit € > 0. D’aprés la proposition 7, il existe ¢ € A et 1 € B tels que ¢ — ¢ < ;== Alors f[a b (¢ — ) < g, donc f[a y¥ < f[a yete Or
inf B < f[a y ¥ et f[a b P < sup A, donc inf B < sup A + €.

On a ainsi montré que, pour tout € > 0, sup A < inf B < sup A + € : on en déduit que inf B = sup A. O

Définition 4 Soit f une fonction continue sur un segment I de R. Soient a,b € I. On pose :

f sia<b
[a,b]
b b
/f:/f(ac)dx: 0 sia="b
— f sia>b
[b,a]



3 Linéarité

Proposition 9 Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b] et soient o, B € R. Alors :

L%ﬁ+ﬁm@Mx:aL%hm&+ﬁL2@mﬂ

Démonstration :

Commengons par montrer que f[a,b](f +9g) = f[a,b] f+ f[a,b] g.

Soit € > 0. Par définition de l'intégrale, il existe des fonctions en escalier sur [a,b] v1,91, 2,92 telles que p1 < f < 1 avec f[a,b] P —
Sl #1 S €/2 et 02 <g <9z avee [, 02 — [, 4 02 <e/2.

On a alors 1 + @2 < f + g < 91 + 92, donc f[a‘b](cpl +¢2) < f[ayb](f +9) < f[a,b]('@bl + 12), et on a aussi f[a’b] w1 < f[a’b] f< f[a’b] P et
f[a,b] P2 < f[a,b] g < f[a,b] o donc f[a,b](épl +p2) < f[a,b] erf[a,b] g < f[a’b] (¥1 +12) (linéarité de I'intégrale pour les fonctions en escalier).
Or0 < f[a,b] (Y1 + 2) — f[a,b] (¢1 + p2) < &, donc —¢ < f[a,b](f +g) — (f[a,b] f+ f[a,b] g) < €. Cet encadrement étant valable pour tout
€ > 0, on en déduit que f[a’b](f +g9) = f[a’b] f+ f[a,b] g.

Montrons maintenant que f[a bl af = af[a b f-Si a =0 c’est immédiat. Supposons a > 0.

Soit & > 0. 11 existe des fonctions en escalier sur [a, b] ¢ et 1 telles que ¢ < f < ¢ avec f[a,b] P — f[a,b] p<e/a.

On a alors ap < af < a, donc f[a,b] ap < f[a,b] af < f[a,b] o), et on a aussi O‘f[a,b] p < O‘f[a,b] f < O‘f[a,b] 1 donc f[a,b] ap < O‘f[a,b] f<
f[a bl a1 par linéarité de I'intégrale pour les fonctions en escalier.

Or 0 < f[a " ) — f[a b 0P < donc —e < f[a " af — af[a b f < e. Cet encadrement étant valable pour tout € > 0, on en déduit que
f[a,b] af = af[a,b] f

Si a < 0, on adapte le raisonnement précédent en considérant €/(—a) et en modifiant le sens des inégalités si nécessaire. [

4 Positivité, croissance

b
Proposition 10 Soit f € C([a,b]). Si f est positive sur [a,b], alors/ f(z)dz > 0.

Démonstration :

b b
La fonction nulle 0 est une fonction en escalier sur [a,b] et 0 < f, donc par définition / f(z)dz > / 0dr=0.0
a a

b b
Corollaire 11 Soient f,g € C([a,b]) telles que f < g sur [a,b]. Alors / flx)de < / g(z)dx.

Démonstration : Appliquer la proposition précédente a g — f. O

Remarque : Quand on applique ces propositions, il faut faire attention a ce que les bornes soient dans le bon sens.

b
Proposition 12 Si f : [a,b] — R est continue et positive sur [a,b] et que / f(z)dx =0, alors f =0.

Démonstration :

On va raisonner par l’absurde : supposons que f est non nulle. Il existe donc un zg € [a, ] tel que f(zo) > 0.

Or f est continue en zg, donc il existe un voisinage V = [zo — d, xo + §] de zo dans [a, b] tel que f(z) > @ pour tout z € V.

b
Soit la fonction g : [a,b] — R définie par g(z) = 0siz € V et g(z) = f<§0) siz € V. Alors on a f > g sur [a,b], donc / flz)dz >
a

b b
/ g(x)dz = df(xo) > 0, ce qui contredit 'hypothese / f(z)dz = 0.
a a
Conclusion : f est la fonction nulle. O

Remarque : Le théoréme n’est pas valable pour les fonctions en escalier. Par exemple, la fonction f définie sur [0, 1]
par f(z) =0sixz €[0,1] et f(1) =1 est positive et son intégrale sur [0, 1] est nulle, mais f n’est pas nulle.

5 Relation de Chasles

Proposition 13 Soit f une fonction continue sur un segment I de R. Soient a,b,c € I. Alors :

[ﬂmmzl%@m+[vww.



Démonstration :
On démontre d’abord la proposition lorsque a < ¢ < b.

Soit € > 0. Il existe deux fonctions en escalier sur [a, b] ¢ et 9 telles que ¢ < f < 7 avec f[a b] P — f[a b ¥ <e.

Notons f1 et fa (respectivement o1 et @2, 11 et 12) les restrictions de f (repectivement de ¢, de 1) aux segments [a, c] et [c,b]. Alors
©1, 2,91, sont également en escalier, et en revenant & la définition on voit que f[a b= f[a gLt f[c p) P2 et que f[a n¥= f[a q¥1+

f[c,b] wQ‘
De plus on a 1 < f1 < ¥1 et o < fo < 12, donc f[a’c] o1 < f[a’c] f1< f[a7c] Y1 et f[c,b] w2 < f[c,b] fo < f[c,b] 12. En additionnant, on
obtient ’encadrement f[a,b] p < f[a,c] fi+ f[c,b] fo < f[a,b] .

On en déduit que —e < f[a b] f- (f[a q fi +f[c b] f2) < €. Cet encadrement étant valable pour tout € > 0, il s’ensuit que f[a b f=
f[a,c] it f[c,b] f2.

On étudie ensuite les cas ou a, b, ¢ sont ordonnés différemment en se ramenant au cas précédent. [J

6 Intégrale et valeur absolue

b b
Proposition 14 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors / f(z)dx| < / |f(z)] dx.

Démonstration :

|f] est continue sur [a,b] par continuité de la fonction valeur absolue sur R. De plus, pour tout z € [a,b], on a —|f(z)| < f(z) < |f(x)],

donc—/blf(m)\da;</bf(z)d:v</b\f(z)|dac et donc /bf(a:)dz </b|f(z)\dx.EI

Remarque : Il faut faire attention a ce que les bornes soient dans le bon ordre.

7 Valeur moyenne d’une fonction

Définition 5 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le réel :

b
m:bia/ f(x)dx.

Interprétation : m est la valeur de la fonction constante ayant méme intégrale sur [a, b] que f.

m——-/

8 Sommes de Riemann

b
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. L’idée est ici d’approximer / f(z)dz par une somme d’aires de rectangles.
a




. : . - : b—a
Soit n un entier naturel non nul. Considérons la subdivision réguliere (xq,...,z,) de [a,b] ol xx = a + k—— pour
n

tout k € {0,...,n}. Les intervalles de cette subdivision sont de longueur

h—
L’aire du rectangle de base [z, xg+1] et de hauteur f(zy) est (zrr1 — x)f(ag) = —af(xk) et la somme des aires
n

n—1
b—a
d tangl t Sy, = E .
e ces rectangles es w2 f(zy)

Définition 6 Soit f : [a,b] = R une fonction continue. Soit n € N*. La somme de Riemann associée a f est

n—1
b_aZf(a+kb_a>.
n n
k=0

Sp =

b
Proposition 15 La suite (S,) converge vers/ f(z)dx.

Démonstration : (uniquement dans le cas ol la fonction f est lipschitzienne sur [a, b], le cas général est hors-programme)

Etudions d’abord le cas ot il n’y a qu'un seul rectangle : S; = (b — a)f(a).

/ ’ f(a) d — 51 / " (F(&) — f(a)) da

b b
En écrivant que (b —a)f(a) = / f(a)dz, on a = < / |f(z) — f(a)| dx.

La fonction f est lipschitzienne sur [a,b] donc il existe un réel positif M tel que |f(z) — f(y)| < M|z — y| pour tous z,y € [a,b]. Par

b b M(b— a)?
conséquent/ \f(z)—f(a,)|da:</ M|m—a|dm:%l

b n—1 Tt
On revient maintenant au cas n quelconque. En utilisant la relation de Chasles, on peut écrire que / f(z)de = Z / f(z) dz.
a k=0 k

b n—1 Tpt1 n—1 Th41
On a donc / f(x)dx — Sn| = Z / flx)de — (xp41 —x) fzr) || < Z / f(z)de — (xp41 — xk) f(zr)]-
@ k=0 \" 7k k=0 | "k
Tpi1 M _ 2 M(b— 2
Or, d’apres ’étude précédente, on a / flz)de — (xr+1 —zk) f(z)| < (ka’; k) = (2 2a) .
T n
b " M(b—a)2  M(b—a)?
Par conséquent / f(x)dx — Sp| < Z ( 2(1) = ( e) , et le théoréme des gendarmes permet de conclure. O
a par 2n 2n

n—+oo n

n—1 1
1 k
Remarque : Si [a,b] = [0, 1], la formule devient lim — Z I (n> = f(x)dx.
k=0 0
n—1
1
Exercice 1 Calculer lim — Z Vn2 — k2.
n—-+oo N o
9 Extension aux fonctions a valeurs complexes
Définition 7 Soit f € C([a,b],C). On définit 'intégrale de f sur [a,b] par :

b b b
/ f(x)dx:/ (Ref)(x)dx—i—i/ (Im f)(z) da.
a a a
Les propriétés suivantes restent vraies pour les fonctions & valeurs complexes : linéarité de l'intégrale, relation de

/abf(:c)da: < /ab|f(x)dx (ot a < b).

Démonstration : On démontre la derniere inégalité, le reste est facile. Si / f(x)dx = 0, c’est immédiat. Supposons que cette intégrale

Chasles, inégalité

b _ b e b
est non nulle. Posons / f(z) dz = pe? avec p > 0. Alors / fl@)de| =p= e”g/ f(x)de = / e 0 f(x) da.
_ _ b b b b b
Soient u = Re(e™ % f) et v = Im(e =%’ f). Alors / e O f(x)de = / u(z) dz + z/ v(z)de = / u(z) dz (c’est un réel) et / |f(z)|dx =

/ab le™% f(z)| dz = /ab vJu(z)? + v(z)? de.

b
Or pour tout z € [a,b] on a u(z) < |u(z)| < /u(z)? + v(z)? donc < / |f(z)|dz. O

/ab f(z)dz




IIT Primitives d’une fonction continue

Dans ce paragraphe, I est un intervalle de R. Les fonctions considérées sont a valeurs réelles mais les résultats restent
valables pour des fonctions a valeurs complexes.

1 Définition

Définition 8 Soit f une fonction continue sur I. Une primitive de f sur I est une fonction F' dérivable sur I telle
que F' = f.

Proposition 16 Deux primitives d’une méme fonction different d’une constante.

Cela signifie que si F; et Fy sont deux primitives de f, alors il existe une constante ¢ € R telle que F} = F5 + ¢. On
ne dira donc jamais la primitive de f mais une primitive de f.

Démonstration :
Soient F et Fy deux primitives de f sur I. Alors Fl’ = F2’ = f, donc (F} — F»)' =0, et donc F; — F est constante sur I. O

Remarque : Les primitives se prennent sur un intervalle et pas sur une réunion d’intervalles.
2 Théoreme fondamental de ’analyse
Le théoreme suivant fait le lien entre les notions d’intégrale et de primitive, donc entre I'intégration et la dérivation.

Théoréme 17 Soit f: I — R une fonction continue sur I. Soit a € I. Alors la fonction F : I — R définie par :

F(z) = / £(t) dt

est une primitive de f sur I.

Démonstration : Soit ¢ € I. Montrons que F est dérivable en xo et que F’(z9) = f(xo). Pour tout h € R tel que zo + h € I, on a :

%—FW — flzo) = %(/jwhf(t) dt—/jo £ dt) = f(zo)

zo+h
S AL

_ % ([”+h F(t) dt — hf(xo))

0

- %(/I:th(t)dt—/::th(xo)dt)

1 zo+h
= 4L vO s
Or
zo+h zo+h zo+h

[ = senal <[ [T 50 - saoad < | [T s 150 seola = sw 1760 fe0)

0 0 ET0) tE€[xzg,z0+h] telxg,z0+h]
donc : . B — F

[ HE =) )| < s 170 feo)l
te[xg,z0+h]
Or f est continue en zg, donc lim f(t) = f(zo) et donc lim sup |f(t) = f(zo)] = 0. Ainsi lim ‘M — f(z0)| =0,
t—xo h—0 telzo,z0+h] h—0 h

d’ot ;yglo w = f(zo). O

Corollaire 18 Toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives.

Corollaire 19 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. Soit F' une primitive de f sur [a,b]. Alors :

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

que l’on note [F(x)]2.

Démonstration : .
D’apres le théoreme 17, la fonction G définie par G(x) = / f(t) dt est une primitive de f sur [a,b]. La fonction F aussi. Il existe donc
a

b
une constante ¢ € R telle que F = G + ¢. Or G(a) =0, donc F(a) = c¢. On a ainsi / f@)dt =G() = F(b) —c=F(b) — F(a). O
a



Remarque : La notation / f(z) dz (intégrale indéfinie) désigne une primitive quelconque de f.

3 Techniques de calcul de primitives

e INTEGRATION PAR PARTIES, CHANGEMENT DE VARIABLE (RAPPELS)

Proposition 20 Soient u et v deux fonctions de classe C* sur I. Soient a,b € I. Alors :

Pour les intégrales indéfinies on a :

Proposition 21 Soit f: I — R une fonction continue sur I. Soit ¢ : [a, 5] — R une fonction de classe C' sur [, 3]

telle que p([o, B]) C I. Alors :
#(8) B
[ rwd= [ sty @)
e(c) a

Deux applications de la formule du changement de variable :

a

Proposition 22 Soit f : [—a,a] — R une fonction continue. Si f est paire, alors /

—a

f(x)dxz?/oaf(x)dx, et si f

est impaire, alors fl@)de =

Démonstration : Par la relation de Chasles on a

/jaf(x)dx:/lf(z)der/oaf(z)d:p

et le changement de variable y = —x dans la premiére intégrale donne

/if(m) /f( y)dy,/ - y)dy,/ f(—2)dz = /f et pnie

/ f(x)dz si f est impaire

Le résultat s’ensuit. [

Proposition 23 Soit f : R — R une fonction continue et T-périodique. Alors, pour tout a € R,

a+T T
[ s@de= [ rds
a 0
Démonstration : Par la relation de Chasles on a

/a a:)d:cfff(z da:—l—/ flz dz-{—/ f(z)d

Dans la derniere intégrale on effectue le changement de variable y = = —

/ dw*/fy-i-T)dyf/f dy*/fx)dm* /f dx.

Exercice 2 Calculer les intégrales ou les primitives suivantes :

1 z -
/Arctanxdfc;f& /\/ﬁdx;/—~ de [ de
0 0

1 + cos? ha ' sha ’ tha'

Le résultat s’ensuit. O

e POLYNOMES EN SINUS ET COSINUS
Soit & déterminer une primitive de la fonction f : x +— cos? zsin?z (p,q € N).

Si p ou ¢ est impair, alors on peut mettre f(z) sous la forme P(cos x) sin z ou P(sin x) cos x (en utilisant éventuellement
la relation cos? z + sin® x = 1) et le changement de variable y = cosz ou y = sinx permet de conclure.



9 1+ cos 2z 9 1 —cos2x

Si p et ¢ sont pairs, alors on peut soit passer a ’angle double (avec cos®z = — ou sin“z = f), soit

linéariser a ’aide des formules d’Euler.

Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes :

s us
2 9 2 3 2 4 2 5
cos“xdx ; cos® x dx ; cos“xdx ; cos® x dx.
0 0 0 0

e POLYNOMES EN €%, chz, shz, cosz, sinz

On passe aux exponentielles et on utilise le fait que cosx = Re(e™®) et sinz = Im(e’®). On peut aussi intégrer deux
fois par parties.

Exercice 4 Déterminer une primitive sur R des fonctions x — e cosz et x — e” chz.

e PRODUIT D'UN POLYNOME ET DE €%, chx, shx, cosz OU sinx

On effectue une ou plusieurs intégrations par parties successives afin de diminuer le degré du polynéme (on dérive
donc le polynéme et on intégre 'autre fonction).

Exercice 5 Déterminer une primitive sur R de la fonction x — z2e=3%.

IV Formules de Taylor

1 Formule de Taylor avec reste intégral (non exigible)

Théoréme 24 Soit f : I — R une fonction de classe C"+! sur I. Soit a € I. Alors, pour tout x € I :

f"(a) f"(a)

2! n!

1 x
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (@—a)+...+ (z—a)"+— / FUD (@) (@ — by dt.
M a
Démonstration :
On raisonne par récurrence sur n € N.
Pour n = 0 : On suppose que f est de classe C! sur I. Pour tout 2 € [ on a :

@+ g [ 1006 =000 = @+ [0 = @) + 1) - f(@) = 1)

donc la proposition est vraie pour n = 0.

Soit n € N. Supposons le théoréme vrai au rang n et montrons-le au rang n + 1. On suppose donc que f est de classe C*12 sur I. Par
hypothese de récurrence on a, pour tout z € I :

(n) 1 [=
§@) = @)+ @)+ I D ar e L [T @ )
: s Ja
On va intégrer par parties : on pose u(t) = (1 (¢), donc u'(t) = f("+2)(¢), et pour avoir v’(t) = (z — )™ on prend v(t) = —%

On obtient :

/z f<”+1>(t)(:t: —Ondt = |:7 (JC;j_)ZJrl f(n+1)(t):| z N /I (I;j_):+1 f(”+2)(t)dt
— f(n+1)(a“) n+1 1 ” (n+2) n+1
= ﬁ(x—a)++n—+l/af T2 () (x — t)"Ttdt

Par conséquent, (*) devient :

f(@)

() (q (n+1) (g ¢
f@+ @)@ —a) o+ D gn g L <f @) gy 4 —ni 1/ f<"+2)(t)(x—t)”+1dt>

n! n! n+1

1
(n+1)!

y £ (a) w7 (a) n
fla)+ f'(a)(x—a)+ ...+ p (x —a) +m(aj—a) +1 4

/ ") (1) — 1y,

ce qui acheve la récurrence. OJ

La formule de Taylor avec reste intégral donne I’erreur commise en remplagant f(z) par T,,(z) = f(a)+ f'(a)(z —a) +
(n)
i
n!
une majoration ou un encadrement de f(z) — T, ().

(x — a)™ sous forme d’une intégrale. En majorant ou en encadrant cette intégrale on peut ainsi obtenir



2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoreme 25 Soit f : I — R une fonction de classe C"* sur I. Soit a € I. Si M est un majorant de |f" V)| sur

1, alors, pour tout x € I, on a :
M

- _ 4n+1

|f(z) = Ta(z)] <

ot Tp(x) = fla) + f'(a)(x —a) + ...+

Démonstration :

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral on a |f(z) —

x
(1) () (2 — t)”dt'.
Supposons z > a. Alors :
T M (z — a)"*tl Mz —a)"t?

w n omt1 (n+1)!

(@) = Tn(@)] < /‘f(nﬂ) B"|dt < */ M(z — t)"dt = M'[ %

Si x < a les calculs sont analogues mais on commence par remettre les bornes dans le bon ordre. O

Cette inégalité permet d’obtenir des encadrements. On notera que pour n = 0 on retrouve 'inégalité des accroissements
finis. Noter également que ce théoréme et le précédent restent valables pour les fonctions & valeurs complexes.

z?2 ot z?2 ot

E 5 Etabli tout R, I d tl— — — —< <1——+—.
xercice ablir, pour tout x € encadremen 5~ 9q ScoSZ 5 + 2

n
x
Exercice 6 Montrer que, pour tout x € R, lim Z i e’

n—-+oo

3 Formule de Taylor-Young (rappel)

Théoréme 26 Soit f : I — R une fonction de classe C™ (n € N*). Alors f admet un DL d’ordre n en tout point
a € I. Plus précisément, au voisinage de a, on a :

" ek (g
fo) = Y ap oo
k=0

f// a f(3) a f(n) a N N
= f@+ @ -0+ T 0 T O ap g DGy oa o).
Démonstration :
M@
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a f(z) = Z o — Y~ 1dt pour tout x € I.
k=0 :

L’idée est d’écrire / FM @) (@ — ) tdt = / F(a)(z — )" tdt +/ (f(")(t) — ™ (a))(@ — t)"'dt. La premiére intégrale vaut

f(n)(a) /I(I _ t)nfldt — f(n) (CL) (I — a)n
a n
Soit > a. Puisque f(™) est continue sur [a, z], elle y est bornée. Posons M (z) = sup |f((¢) — £ (a)].
altLx
Alors | "™ @) = 1M @) - 0t < [T1500 - SO@ - on s [T a - orta = HEOEZA
a a a n

Si x < a, on obtient

[ a0 - i @) - ortar] < HEOEEZD e ar) = sup 1100 - 7 @)

n rz<t<a
M _ n
Or M(z) tend vers 0 lorsque z tend vers a (par continuité de f(™), donc M)z = a)" 2% o((z — a)™).
n
. . Tz—=a f<k) (n) ( a)n ny . ) ;
On obtient ainsi f(z) "= Z ki rm(a )7| + o((x —a)™) : c’est ce qu’on voulait. O
n!
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