Chapitre 16

APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout le chapitre, K = R ou C.

I Applications linéaires
1 Définition

Définition 1 Soient E et F deuz K-espaces vectoriels. Soit f : E — I une application. On dit que [ est linéaire
St :

())Vx,ye E, f(x+y) = f(x)+ f(y) (compatibilité avec I’addition),
(ii))Va € K,Vx € E, f(ax) = af(z) (compatibilité avec la multiplication par un scalaire).
On note L(E, F) ensemble des applications linéaires de E dans F.

Proposition 1 f est linéaire si et seulement si :

Vo, K, Va,y € B, flax + By) = af(z) + Bf(y).

Démonstration :
(=) Si f est linéaire, alors pour tous a, 3 € K et pour tous z,y € FE on a f(az + By) = f(az) + f(By) = af(z) + Bf(y)-
(<) Il suffit de prendre o = 8 =1 pour le (i) et 8 =0 pour le (ii). O

Par récurrence immédiate on en déduit que f est linéaire si et seulement si :

Vay,...,an € KVay,...,2, € B, flaqzr + ...+ anxpn) = a1 f(x1) + ...+ anfag).

Proposition 2 Soit f : E — F une application linéaire. Alors f(0g) = Op.

Démonstration : f(0g) = f(0g —0g) = f(0g) — f(0g) =0p. O

Définition 2 Soit E un K-espace vectoriel. Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E.
Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.

On note L(E) I'ensemble des endomorphismes de E (donc L(E) = L(E, E)) et E* ensemble des formes linéaires sur
E (donc E* = L(E, K)).

2 Exemples

Exemple 1 : Soit I'application f : R? — R? définie par f(z,y) = (3z — y, 27 + 5y).
Soient (z,y) et (z/,y’) € R?. Alors :
f@y)+ @ y) = flat+a'y+y)
Bla+a) - (y+y) 2@ +2") +5(y+y))
(3x —y+ 32" — 3,2z + by + 22" + 5y)
(3z —y,2z + 5y) + (32" — v/, 22" 4+ 5y)
= flz,y)+f@"y).

Soient o € R et (z,y) € R%. Alors :

fla(z,y) = floz,ay)
= (Bazr — ay,2ax + 5ay)
= a3z —y,2z+ 5y)
= af(z,y).

f est donc une application linéaire de R? dans R?, c’est-a-dire un endomorphisme de R2.



Exemple 2 : Soit I'application f : R? — R? définie par f(z,y) = (22, 4?).
Soient (x,y) et (z',y') € R2. Alors :
f@y)+@y) = fla+a'y+y)

(@ +2)2 (y+9')%)
= (¢ +a" 4 222’y + 4+ 209),

alors que :

fy) +fEy) = @%y")+ @y

= (2®+27,9°+y7?).
On n’a donc pas, en général, f((z,y) + (¢/,y")) = f(z,y) + f(«',y’). L’application f n’est donc pas linéaire.
Exemple 3 : Soit 'application D : K[X] — K[X] définie par D(P) = P’.
Alors pour tous P,Q € K[X] on a :
D(P+Q)=(P+Q) =P +Q =D(P)+D(Q),
et pour tout a € K et pour tout P € K[X] on a :
D(aP) = (aP)' = aP' = aD(P).

D est donc une application linéaire (c’est un endomorphisme de K[X]).

Exemple 4 : Soit F le R-espace vectoriel des suites réelles convergentes. Considérons 'application f : F — R définie
par f((up)) = lm wu,.
n—-+o0o

Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles convergentes. Alors :

f((un) + (vn)) = lim (up, +v,) = lim_ u, + nHToo vp = f((un)) + f((vn))-

n—-+4oo n——+oo

Soit (uy,) une suite réelle convergente et soit o € R. Alors :

fla(uy)) = lim (au,)=a lm wu, =af((u,)).

n—+00 n—+00
f est donc une application linéaire de E dans R (c’est une forme linéaire sur E).
Exemple 5 : Soit [a, b] un segment de R et soit £ = C([a, b],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b].
Considérons V'application ¢ : E — R définie par o(f / (@)

Soient f,g € E. Alors :

o(f+9) = / (f +9)(t)dt = / F(t)dt + / a(t)dt = o(f) + olg).

Soient f € E et a € R. Alors :
b b
plaf) = [@n)wit=a [ @it =ap(h).
¢ est donc une application linéaire de E dans R (c’est une forme linéaire sur E).

Exemple 6 : Soit £ un K-espace vectoriel. L’application nulle et 'application identité Id g sont évidemment linéaires.
Plus généralement :

Définition 3 Soit k € K. L’homothétie vectorielle de rapport k est l’application k1dg : x — kx.

C’est un endomorphisme de F : pour tous x,y € F et pour tout o € K, on a :
(kldp)(z +y) = k(z +y) = kx + ky = (k1dg)(z) + (k1de)(y)

et :
(kldp)(az) = k(az) = a(kz) = a(kIdg)(z).



3 Image et noyau d’une application linéaire

o IMAGE

Proposition 3 Soient E et F deuxr K-espaces vectoriels. Soit f : E — F une application linéaire. Si E1 est un
sous-espace vectoriel de E, alors f(E71) est un sous-espace vectoriel de F.

Autrement dit, I'image d’un sous-espace vectoriel de F par une application linéaire est un sous-espace vectoriel de F
(on rappelle que f(E7) est ensemble des images par f des éléments de Ey : f(E1) = {f(x) |z € E1}).

Démonstration :
Og € Eq donc f(0g) =0F € f(E1) qui n’est donc pas vide.

Soient y1,y2 € f(E1). 1l existe donc z1,x2 € Ep tels que y1 = f(z1) et y2 = f(x2). Or Ei est un sous-espace vectoriel de E donc
1 + x2 € FE1, et f est lindaire donc y1 + y2 = f(z1) + f(z2) = f(z1 + x2) € f(E1).

Soient y € f(E1) et a € K. 1l existe donc z € E7 tel que y = f(x). Or E1 est un sous-espace vectoriel de E donc ax € E1, et f est linéaire
donc ay = af (z) = f(azx) € f(E1). O

Définition 4 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f : E — F une application linéaire. L’image de f est
U’ensemble des images par f des éléments de E. On la note Im f.

Autrement dit :

Im f = f(E) = {f(z)|x € E}.
Proposition 4 Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration : Proposition précédente avec F1 = E. O

Proposition 5 [ est surjective si et seulement si Im f = F.

Démonstration :

f est surjective si tout élément de F' admet (au moins) un antécédent par f, c’est-a-dire si tout élément de F appartient & Im f. O
e NOYAU

Proposition 6 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit f : E — F une application linéaire. St Fy est un
sous-espace vectoriel de F, alors f~1(F}) est un sous-espace vectoriel de E.

Autrement dit, I'image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F' par une application linéaire est un sous-espace
vectoriel de E (on rappelle que f~1(Fy) = {z € E| f(z) € F1} : c’est I'ensemble des antécédents par f des éléments
de Fl)

Démonstration :

Or € F1 et f(0g) =0p, donc Og € f~1(F1) qui n’est donc pas vide.

Soient x1,x2 € f~1(F1). On a donc f(x1) et f(x2) € Fi. Alors f(z1 + x2) = f(z1) + f(x2) € F1 (car F} est un sous-espace vectoriel de
F), donc x1 + 22 € ffl(Fl).

Soient a« € K et * € f~1(Fy). On a donc f(z) € Fi. Alors f(az) = af(z) € Fy (car F1 est un sous-espace vectoriel de F), donc
ax € f~H(F). O

Définition 5 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit f : E — F une application linéaire. Le noyau de f est
l’ensemble des €léments de E dont limage par f est le vecteur nul. On le note Ker f.

Autrement dit :
Kerf={z € E|f(zx)=0r}.

Proposition 7 Ker f est un sous-espace vectoriel de E.
Démonstration : Ker f = f~1({0r}) et {Or} est un sous-espace vectoriel de F. O

Proposition 8 f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.

Démonstration :

(=) Supposons que f est injective et montrons que Ker f = {0g}. Soit © € Ker f. Alors f(z) = Op. Or f est linéaire, donc f(0g) = O
également. Ainsi f(z) = f(Og), et donc z = O puisque f est injective. On a donc bien Ker f = {0g}.

(<) Supposons que Ker f = {Og} et montrons que f est injective. Soient z1,z2 € E tels que f(z1) = f(z2). Alors, puisque f est linéaire,
f(x1 —z2) = f(z1) — f(z2) = 0p, donc 1 — z2 € Ker f. Or Ker f = {0g}, donc 1 — x2 = 0, et donc x1 = x2. Ainsi f est injective. O



Exercice 1 On considére 'application linéaire f : R?* — R? définie par f(z,y,2) = (3z+y— 2z, 2+ 2y+ 2). Déterminer
son noyau et son image.

Exercice 2 On considére Papplication f : Ry[X] — Ry[X] définie par f(P) = 2XP — X2P'. Vérifier que f est un
endomorphisme de Ry[X] et déterminer son noyau et son image.

4 Espace vectoriel L(FE, F)

Proposition 9 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient f,g : E — F deux applications linéaires et soit
a € K. Alors f+ g et af sont des applications linéaires.

L(E, F) est donc un sous-espace vectoriel de (F(E, F),+,.).

Démonstration :
Soient z,y € E et A € K.

Alors (f +9)(z +y) = fle+y) +9(z+y) = f(@) + fy) +9(z) +9(y) = f(2) +9(x) + f(Y) + 9(y) = (F +9)(x) + (f + 9)(y), et
(f+9)(Az) = f(Ax) + g(Az) = Af(z) + Ag(z) = A(f(z) + g(z)) = A(f + g)(z) : Papplication f + g est linéaire.

De méme (af)(z +y) = af (z +y) = a(f (@) + f(v) = af(2) + af(y) = (af)(@) + (af)(¥), et (af)(Ar) = af(Az) = arf(z) = Aaf)(z) :

I’application af est linéaire. O

5 Composition d’applications linéaires

Proposition 10 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Soient f : E — F et g : F' — G deux applications
linéaires. Alors go f : E — G est une application linéaire.
Démonstration :

Soient z,y € E et « € K. Alors (go f)(z +y
)=

= 9(f(z +v) = 9(f(@) + f(¥)) = 9(f(@) + 9(f(¥)) = (g0 f)(@) + (90 [)(y), et
(90 flaz) = g(f(ax)) = g(af(2)) = ag(f(z) of

)
alg (z) : Papplication g o f est linéaire. O

Proposition 11 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Soient f, fi1,fo : E — F, g,91,92 : F — G des
applications linéaires. Soient oy, g € K. Alors :

go(anfi+azfz) =ai(go fi) + az(go f2),

(@191 + azg2) o f = ai(g1 0 f) + az(g2 0 f).

On dit que la composition est bilinéaire.

Démonstration :

Soit z € E. Alors, par linéarité de g, (go (a1f1 + a2f2))(z) = g((a1f1 + a2 f2)(x)) = gla1 f1(z) + a2 f2(z)) = a1g(f1(x)) + azg(f2(x)) =
(c1(go f1) + aa(go f2))(x), et (191 + aag2) o f)(x) = (o191 + a2g2)(f(z)) = a191(f(x)) + 2g2(f (#)) = (a1 (g1 0 f) + a2(g2 © ) (z). U

Remarque : Soit f un endomorphisme de E. On pose f° = Idg et pour tout n € N on pose f"+! = f"o f (définition
récursive). Autrement dit : f* = fo fo...o f (n fois).

6 Isomorphismes, automorphismes

Proposition 12 Soient E et F' deur K-espaces vectoriels et soit f : E — F une application linéaire bijective. Alors
son application réciproque f~1 : F — E est linéaire également.

Démonstration :

Soient y1,y2 € F. On a f(f~ Yy +y2)) = vy1 +v2 = F(f 7 w1) + F(F 1 (w2) = F(F 7 (w1) + f1(y2)). Or f est bijective, donc
P oy +y2) = Fw) + £ (w2)

Soient a € K et y € F. On a f(f ' (aw)) = ay = af(f~1(y)) = f(af 1 (y)). Or f est bijective, donc f~ (ay) = af~1(y). O

Définition 6 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Un isomorphisme de E dans F' est une application linéaire
bijective de E dans F.

D’apres la proposition 12, si f est un isomorphisme de E dans F, alors f~! est un isomorphisme de F dans F.
Définition 7 Soit E un K-espace vectoriel. Un automorphisme de E est un isomorphisme de FE dans E.

Autrement dit, c’est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme. L’ensemble des automorphismes de E est appelé
groupe linéaire de E et noté GL(FE). Il est stable par composition et par passage a la réciproque. Si f € GL(FE) et
n € Non pose f~" = (f~Hn.



7 Applications linéaires et sous-espaces supplémentaires

Proposition 13 Soient F et F deux K-espaces vectoriels. Soient Ey et Fo deuxr sous-espaces supplémentaires de
E. Soient f1 : By — F et fo : E5 — F deux applications linéaires. Alors il existe une unique application linéaire
[+ E— F telle que fig, = f1 et fig, = [fa

Autrement dit, une application linéaire définie sur £ = E; & E5 est entierement déterminée par ses restrictions & Ey
et EQ.

Démonstration :

Analyse : supposons que f existe. Soit « € E. Il existe un unique couple (z1,x2) € E1 X E2 tel que x = x1+x2. Alors f(z) = f(x1)+ f(z2) =
fi(z1) + f2(x2). Ainsi, si f existe, elle est unique.

Synthese : soit f définie par la formule ci-dessus. Montrons que f est linéaire. Soient © = x1 + z2 et y = y1 + y2, avec z1,y1 € E; et
z2,y2 € Ea, et soient a, 8 € K. Alors az + By = (az1 + By1) + (az2 + Byz2) donc f(az + By) = fi(az1 + By1) + fa(azs + By2)
afi(z1) + Bfi1(y1) + afe(z2) + Bf2(y2) = a(fi(z1) + f2(x2)) + B(fi1(y1) + f2(y2)) = af(z) + Bf(y). De plus on a clairement fp, = f1 et
fiE, = f2. O

Corollaire 14 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient Fy et Ey deux sous-espaces supplémentaires de E.
Soient f,g: E — F deux applications linéaires. Si fig, = g|g, €t f|g, = g|E,, alors f =g.

L] L] L] Vd L] L] L] L]
II Applications linéaires en dimension finie

1 Image d’une famille de vecteurs par une application linéaire

Proposition 15
(i) L’image d’une famille liée par une application linéaire est une famille liée.

(ii) L’image d’une famille libre par une application linéaire injective est une famille libre.

Démonstration :

(i) Soit (u1, ..., un) une famille liée. Il existe donc A1, ..., An € K non tous nuls tels que Ajui+. ..+ Apun = 0. Alors f(A1u1+...+A\pun) =
£(0), soit, puisque f est linéaire, A1 f(u1) + ...+ Anf(un) =0 : la famille (f(u1),..., f(un)) est liée.

(ii) Soit (u1,...,un) une famille libre. Montrons que si f est injective, alors la famille (f(u1),..., f(un)) est libre également. Supposons
qu'il existe A1,...,An € K tels que A\if(u1) + ... + Anf(un) = 0. Par linéarité de f on a donc f(Aiui + ...+ Apun) = 0, donc
Aul + ...+ Apun € Ker f. Or Ker f = {0}, donc Mui + ...+ Apun =0, dott A1 =... = A\, = 0 puisque (u1,...,un) est libre. O

Proposition 16 L’image d’une famille génératrice de E par une application linéaire de E dans F est une famille
génératrice de Im f.

Démonstration :

Soit (u1,...,un) une famille génératrice de E. Soit y € Im f. Il existe donc = € E tel que y = f(x). Puisque (u1,...,un) est génératrice, il

existe ai,...,an € K tels que z = ajug + ... + apup. On a donc y = f(z) = flarur + ... + anun) = a1 f(u1) + ... + anf(un). O
Exercice 3 Retrouver a ’aide de cette proposition les images des applications linéaires des exercices 1 et 2.

Proposition 17 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie non nulle. Soit (ey, ..., e,) une
base de E. Soit f : E — F une application linéaire. Alors :

(i) f est injective si et seulement si la famille (f(e1),..., f(en)) est libre.
(ii) | est surjective si et seulement si la famille (f(e1),..., f(en)) est génératrice de F.

(i11) | est bijective si et seulement si la famille (f(e1),..., f(en)) est une base de F.

Pour montrer qu’une application linéaire est bijective il suffit donc de montrer qu’elle envoie une base de F sur une
base de F'.

Démonstration :

(i) Le sens direct est une conséquence immédiate de la proposition 15. Pour le sens réciproque, supposons que la famille (f(e1),..., f(en))
est libre et montrons qu’alors f est injective. Soit * = z1e1 + ... + zpen € Ker f. Alors f(z) = z1f(e1) + ...+ znf(en) = 0. Or la famille
(f(e1),..., f(en)) est libre, donc 1 = ... =z, = 0 et donc z = 0. Ainsi Ker f = {0} et f est injective.

(ii) Le sens direct est une conséquence immédiate de la proposition 16. Pour le sens réciproque, supposons que la famille (f(e1),..., f(en))
est génératrice de F' et montrons qu’alors f est surjective. Soit y € F. Puisque (f(e1),..., f(en)) est génératrice, il existe y1,...,yn € K

tels que y = y1f(e1) + ... +ynf(en), soit y =yi1f(er) +... + ynf(en) = f(x1€61 + ... + Tnen) € Im f. f est bien surjective.
(iii) se déduit de (i) et (ii). O



Corollaire 18 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie. Soit f : E — F une application
linéaire. Alors :
f injective & f surjective < f bijective.

Ainsi pour montrer qu’une application linéaire entre deux espaces de méme dimension finie est un isomorphisme, il
suffit de montrer qu’elle est injective ou qu’elle est surjective. En général I'injectivité est plus simple a établir.
Démonstration :

Soit n = dim E et soit (e1,...,en) une base de E. Considérons la famille (f(e1),..., f(en)). Son cardinal est égal & dim F’, donc il y a
équivalence entre le fait qu’elle soit libre, qu’elle soit génératrice de F' et qu’elle soit une base de F'. Par conséquent, d’aprés la proposition

17, 'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f sont équivalentes. O

Corollaire 19 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme de E. Alors :
[ ingectif < f surjectif < f bijectif.

Attention, ces résultats sont faux en dimension infinie :

Exercice 4 Montrer que 'application D : K[X] — K[X] définie par D(P) = P’ est un endomorphisme de K[X]
surjectif mais non injectif. Que peut-on en déduire quant & la dimension de K[X]?

2 Application linéaire définie par I’image d’une base

Proposition 20 Soient E et F deuz K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie non nulle. Soit (ey, ..., e,) une
base de E. Soit (f1,..., fn) une famille de vecteurs de F. Alors il existe une unique application linéaire f : E — F
telle que f(e;) = fi pour tout i € {1,...,n}.

Autrement dit, une application linéaire est entierement déterminée par 'image d’une base.

Démonstration :
On raisonne par analyse-synthese.

Analyse : supposons qu’une telle application f existe. Soit € E. (e1,...,en) est une base de E donc il existe z1,...,zn € K (uniques)
tels que ¢ = z1e1+. ..+ zpen. Puisque f est linéaire on a alors f(z) = f(zie1+...+znen) =z1f(e1)+...+znflen) =z1f1+. ..+ Tnfn.
Ainsi si f existe elle est définie par cette formule (donc elle est unique).

Synthese : soit Papplication f: E — F qui au vecteur z = x1e1 + ... + xpen associe le vecteur f(z) =z1f1 + ...+ @nfn.

Alors f est lindaire : siy = y1e1+...+ynen alorsz+y = (v1+y1)er+...+ (Tn +yn)en donc f(z+y) = (x14+y1)fi+.. -+ (@n+yn)fn =
f@)+ f(y), et sia € K on a ar = (azi)er + ...+ (axn)en done f(az) = (az1)fi + ...+ (azn) fn = af(x).

De plus on a bien f(e;) = f; pour tout 7 € {1,...,n}. O

Exemples :

— 1l existe une unique application linéaire f : R? — R? telle que f(1,0) = (2,3) et f(0,1) = (—1,4) : pour tout
— Il existe une unique application linéaire f : Ro[X] — Ry [X] telle que f(1) = X +1, f(X) =0et f(X?) = X—1: pour
tout P =aX?+bX +ce€Ry[X]ona f(P) =af(X?)+bf(X)+cf(1) =a(X —1)+b0+c(X +1) = (a+c)X +(c—a).
Corollaire 21 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie non nulle. Soit (e1,...,e,) une
base de E. Soient f,g: E — F deux applications linéaires. Si f(e;) = g(e;) pour tout i € {1,...,n}, alors f =g.

Pour montrer que deux applications linéaires sont égales il suffit donc de montrer qu’elles prennent les mémes valeurs
sur une base.

3 Espaces isomorphes
Définition 8 Deux K-espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E dans F'.

Par exemple, R? et Ro[X] sont isomorphes : 'application ¢ : R? — Ry[X] définie par f(a,b,c) = a+bX + cX? est un
isomorphisme (elle envoie la base canonique de R? sur celle de Ry[X]).

Proposition 22 Soient E et F deur K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors E et F sont isomorphes si et
seulement si dim E = dim F.

Démonstration :

(=) Supposons qu'il existe un isomorphisme f : E — F. Soit n = dim F et soit (e1, ..., en) une base de E. Alors la famille (f(e1),..., f(en))
est une base de F', donc dim F' = n également.

(<) Supposons que dim E = dim F'. Soit (e1, ..., en) une base de E et soit (f1, ..., fn) une base de F. Alors I’application linéaire f : E — F
telle que f(e;) = fi pour tout ¢ € {1,...,n} est un isomorphisme. [J

En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.



4 Rang d’une application linéaire

Définition 9 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit f une application linéaire de E dans F'. On dit que f est
de rang fini si Im f est de dimension finie. On appelle alors rang de f, et on note rg(f), la dimension de l’image
de f :

rg(f) = dim(Im f).

Lemme 23 (théoréme du rang, forme géométrique) Soient E et F' deux K -espaces vectoriels. Soit f une appli-
cation linéaire de E dans F. Soit E1 un sous-espace supplémentaire de Ker f dans E. Alors f induit un isomorphisme
de Fy sur Im f.

Cela signifie que I'application f : Fy — Im f définie par f(m) = f(z) est un isomorphisme.

Démonstration :

Montrons que f est injective. Soit € Ker f : on a donc f(z) =0, d’ot & € Ker f. Or E; NKer f = {0}, donc 2 = 0. Ainsi Ker f = {0} et
donc f est injective.

Montrons que f est surjective. Soit y € Im f. Tl existe donc = € E tel que y = f(z). Puisque E = Ker f @ F1, il existe 2’ € Ker f et z”’ € E;
tels que = ¢’ + 2. On a donc y = f(z) = f(z') + f(&') = f(z”) = f(z'") donc y € Im f. Ainsi Im f = Im f et donc f est surjective. [J

Théoréeme 24 (théoréme du rang) Soient E et F deuz K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f
une application linéaire de E dans F. Alors :

dim F = dim(Ker f) + dim(Im f).

Ainsi f est de rang fini et :
dim F = dim(Ker f) + rg(f).

Démonstration :

On a vu qu’en dimension finie tout sous-espace admet un supplémentaire. Soit donc Ej un supplémentaire de Ker f dans E. Alors
dim F = dim(Ker f) 4+ dim F. Or, d’apres le lemme, E; est isomorphe & Im f, donc dim E; = dim(Im f) et le théoréme s’ensuit. O

Proposition 25 Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f une application linéaire de F
dans F. Alors rg(f) < min(dim E,dim F)), et :

f injective & rg(f)=dimE,
f surjective < rg(f)=dimF,
f bijective < rg(f) =dim E = dim F.

Démonstration :

On a d’une part rg(f) = dim(Im f) < dim F puisque Im f C F, et d’autre part rg(f) = dim E — dim(Ker f) < dim F, donc rg(f) <
min(dim E, dim F').

f est injective si et seulement si Ker f = {0}, ce qui revient & dire que dim(Ker f) = 0, ou encore par le théoréme du rang, que rg(f) = dim E.

f est surjective si et seulement si Im f = F, ce qui est équivalent & dim(Im f) = dim F puisque Im f C F. O

Proposition 26 Soient E et F' deux K -espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f une application linéaire
de E dans F. Soit (e1,...,e,) une base de E. Alors rg(f) =rg(f(e1),..., f(en)).

Démonstration : Im f = Vect(f(e1),..., f(en)), donc dim(Im f) = dim(Vect(f(e1),..., f(en))), soit rg(f) = rg(f(e1),..., f(en)). O
Pour calculer le rang d’une application linéaire on peut ainsi se ramener au calcul du rang d’une famille de vecteurs.

Proposition 27 Soient E, F' et G trois espaces vectoriels. Soient f : E— F et g: F — G des applications linéaires.
Si f et g sont de rang fini, alors go f aussi, et :

(1) rg(g o f) < min(rg f,rg g).
(i) Si f est un isomorphisme, alors rg(go f) =1gg.
(iii) Si g est un isomorphisme, alors rg(go f) =rg f.

Démonstration :

On a clairement Im(g o f) C Img donc g o f est de rang fini et rg(g o f) < rgg. De plus, si f est bijective, alors Im(g o f) = Img (si
z=g(y) € Img alors z = g(f(f~"(y)))), donc rg(g o f) =rgg.

Par ailleurs, si (f1, ..., fn) est une base de Im f, alors (g(f1),-..,9(fn)) est une famille génératrice de Im(go f) : si z = g(f(x)) € Im(go f)
alors il existe a1,...,an € K tels que f(z) = a1fi + ...+ anfn et donc z = a19(f1) + ... + ang(fn). On en déduit que rg(go f) < rg f.
De plus, si g est bijective, alors (g(f1),...,9(fn)) est libre, donc c’est une base de Im(g o f) et par suite rg(go f) =rg f. O



5 Application : suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 10 Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite réelle ou complexe (un)nen satisfaisant a
une relation de récurrence de la forme

(%) aUpt2 + bupi1 + cu, =0,
ot a,b,c € R ou C avec a # 0.

On appelle équation caractéristique associée a (u,) ’équation (d’inconnue r € C) :
(e) :ar® +br4c=0.

Proposition 28 (Cas complexe) Soit A le discriminant de (e).

Si A #£ 0, les suites vérifiant la relation (%) sont les suites de terme général
U, = ary + Bry,

ou 1 et ro sont les racines de (e) et a, § € C.

Si A =0, les suites vérifiant la relation (%) sont les suites de terme général
U, = (an + B)ry,
ot ro est la racine double de (e) et o, 8 € C.

Démonstration :
Soit E = CN et soit F 'ensemble des suites complexes vérifiant la relation (*). Il est clair que c’est un sous-espace vectoriel de E.

Considérons I’application ¢ : F' — C? définie par ¢((un)) = (uo,u1). C’est clairement une application linéaire, et elle est bijective car quels
que soient a,b € C, il existe une unique suite (un) vérifiant (%) et telle que up = a et ug = b.

Par conséquent, F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2. Pour déterminer F', il suffit donc d’en trouver une base, i.e. une famille
libre de cardinal 2.

On va chercher les suites géométriques de F'. Posons un, = 7™ ot r € C*. Alors la suite (urn) appartient & F si et seulement si, pour tout
n €N, on a ar™2 + br"tl + ™ soit ar? 4+ br 4+ ¢ = 0. Ainsi, (un) est dans F si et seulement si r est solution de (e).

Si A # 0, alors (e) a deux solutions distinctes r1 et r2, donc les suites (r7) et (rZ) sont dans F. Or elles forment une famille libre, donc
une base de F, et on en déduit que les éléments de F' sont de la forme (ar} + Br%) avec a, 8 € C.

Si A =0, alors (e) a une solution double g, donc la suite (r{) est dans F. De plus, la suite (nr{}) est aussi dans F : pour tout n € Non a
a(n+2)rg 2 + b(n + 1)ri T + enry = nrf (arg + bro + ¢) + 5T (2aro + b) = 0. Or ces deux suites forment une famille libre, donc une
base de F, et le résultat s’ensuit. [

Proposition 29 (Cas réel) Soit A le discriminant de (e).

Si A >0, les suites vérifiant la relation (%) sont les suites de terme général
Un = ar’ﬂll + 57"37

ou 1 et ro sont les racines de (e) et o, § € R.

Si A =0, les suites vérifiant la relation (%) sont les suites de terme général
un = (an + B)ry,

ot ro est la racine double de (e) et a, f € R.

Si A <0, les suites vérifiant la relation (x) sont les suites de terme général

Up, = ap” cos(nb) + Bp" sin(nd),

ot pe'® et pe=" sont les racines de () (avec p >0) et o, 3 € R,

Démonstration :

Si A > 0, les solutions sont les mémes que dans le cas complexe en prenant «, 3 € R.

ri +ry ri —ry

Si A < 0, les suites de terme général —1 = p" cos(nf) et — 3 = p"sin(nd) sont dans F. Or elles forment une famille libre, donc

une base de F'. Le résultat s’ensuit. [

6 Equations linéaires

Définition 11 Une équation linéaire est une équation de la forme u(x) = b ot u est une application linéaire d’un
K -espace vectoriel E dans un K-espace vectoriel F, b est un élément de F (appelé second membre de [’équation)
et l'inconnue x est dans E.



ai1xry +...+ A1pTp = b1

) ] 2121 + ... + Q2pxp = bo ] ) ) )
Par exemple, le systéme linéaire (X) . est une équation linéaire : on peut ’écrire sous

Ap1%1 + ...+ AppTp = by
la forme u(xz) = b olt u : KP — K" est définie par u(z1,...,2p) = (a1121 + ... + G1pTp, .. ., An1T1 + ... + AnpTp),
b=(b1,...,bp) et x = (z1,...,2p).

Les équations différentielles linéaires du premier et du second ordre étudiées au chapitre 5 sont également des équations
linéaires. I’équation a(x)y’ + b(x)y = c(x) (avec a,b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle I) est de la forme
u(y) = conu:CHI) — C°(I) est définie par u(y) = ay’ + by. L’équation ay” + by’ + cy = f(x) (avec a,b,c € K et f
continue sur ) est de la forme u(y) = f ot u : C3(I) — C°(I) est définie par u(y) = ay” + by’ + cy.

Proposition 30

(i) L’ensemble des solutions de l’équation linéaire homogéne u(x) = 0 est un sous-espace vectoriel de E.

(ii) L’ensemble des solutions de I’équation linéaire avec second membre u(x) = b est soit vide, soit {x1+h|h € Keru}
ot x1 est une solution de ’équation.
Démonstration :

L’ensemble des solutions de I’équation u(z) = 0 est le noyau de u : c’est un sous-espace vectoriel de E. Si b # 0 et que x1 une solution de
Péquation, alors : u(z) =b < u(z) =u(z1) S ulz —21) =0z — 21 € Keru. O

7 Hyperplans et formes linéaires
Dans ce paragraphe F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0.
Rappels : Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Une forme linéaire sur F est

une application linéaire de E dans K.

Proposition 31 Le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E est un hyperplan de E.

Démonstration :

Soit ¢ : E — K une forme linéaire non nulle. Par le théoréme du rang on a dim(Ker ¢) = dim E — dim(Im¢). Or Im ¢ est un sous-espace
vectoriel de K, donc dim(Im ) = 0 ou 1. Puisque ¢ est non nulle, Im ¢ n’est pas réduite & {0}, donc dim(Im¢) = 1. Par conséquent

dim(Ker ¢) = dim F — 1 : Ker ¢ est un hyperplan de E. O

Réciproquement :
Proposition 32 Soit H un hyperplan de E. Alors il existe une forme linéaire ¢ : E — K telle que H = Ker ¢.

o est unique a un coefficient multiplicatif pres : si ¢ est une autre forme linéaire telle que H = Ker ¢, alors il existe
k € K tel que ¢ = k.
Démonstration :

Soit (e1,...,en—1) une base de H. D’aprés le théoréme de la base incompléte on peut la compléter en une base de F (e1,...,ep—1,€n).
Soit ¢ : E — K l'unique application lindire telle que ¢(e;) = 0 pour ¢ € {1,...,n — 1} et p(en) = 1. Alors Kerp = H puisque
z==x1€1+ ...+ Tpn—1n—1+ Tnen € Kerp & ¢(z) =0< x5, = 0.

Si ¢ est une autre forme linéaire telle que H = Ker ¢, alors on a aussi ¢(e;) =0 pour ¢ € {1,...,n — 1}, donc ¢ = kyp ot k = ¥(en). U

Interprétation : Soit (ey,...,en) une base de E. Soit ¢ une forme linéaire sur E. Posons a; = ¢(e;) pour tout
ie{l,...,n}. Soit . = x1e1 + ...+ zpe, € E. Alors o(z) = z10(e1) + ... + 2np(en) = a1x1 + ... + apxy, done :

zeKerp < aiz; +...+apx, =0.

Les propositions précédentes disent qu'une équation de la forme a1z + ... + a,x, = 0 définit un hyperplan de E et,
réciproquement, que tout hyperplan de E a une équation de cette forme (unique & un coefficient multiplicatif pres).

Par exemple, dans un espace de dimension 2, une droite vectorielle est définie par une équation de la forme ax+by = 0.

Dans un espace de dimension 3, un plan vectoriel est défini par une équation de la forme ax + by + cz = 0.

Proposition 33 Soit H un hyperplan de E et D une droite vectorielle non contenue dans H. Alors H et D sont
supplémentaires.

Démonstration : Soit « € H N D. Si « est non nul, alors il engendre D qui est donc incluse dans H : contradiction. Ainsi H N D = {0}.
De plus dim H +dim D =dim FE donc E = H & D. O



IIT Projecteurs et symétries

Remarque préliminaire : si f est un endomorphisme de E, Ker(f — Idg) est ’ensemble des vecteurs invariants par f
et Ker(f + Idg) est Pensemble des vecteurs changés en leur opposé par f. En effet :

f@)y=ze f(z)—z=0s (f —1dg)(z) =0 & z € Ker(f — Idg),

et :
f@y=—z< f(x)+2=0& (f+1dg)(x) =0 < z € Ker(f + Idg).

1 Projecteurs
Définition 12 Soit E un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Tout vecteur x

de E se décompose alors de maniére unique sous la forme x = y+z avecy € F et z € G. On appelle projection sur
F parallelement a G ['application p: E — E qui a tout x de E associe y.

F=Imp

Proposition 34 p est un endomorphisme de E, Kerp = G et Imp = Ker(p — Idg) = F. De plus on a p> = p.

Attention : ici p? = pop.
Démonstration :

Montrons que p est linéaire. Soient z,z’ € E et o, 3 € R. Supposons que x = y+z et x’ =y’ + 2’ avec y,y’ € F et 2,2’ € G. Alors p(z) =y
et p(z’) =y'. On a az + Bz’ = ay+ az+ By’ + B2’ = (ay + BY') + (az + Bz’), donc p(ax + Bz’) = ay + By’ puisque ay + By’ € F et que
az + Bz’ € G. On a donc bien p(az + Bz’) = ap(z) + Bp(z’).

Déterminons le noyau de p. Soit t =y + 2z € F avecy € F et 2 € G. Alors p(z) =y,donc: z € Kerp = p(z) =0 y=0<z € G. Par
conséquent Kerp = G.

Déterminons les vecteurs invariants par p. Soit t =y+z2z € Eavecy € Fet z€ G. Alors: z € Ker(p—ldg) @ plz) =z y=y+z<
z=0< z € F. Par conséquent Ker(p — Idg) = F.

Déterminons 'image de p. Pour tout z € E on a p(z) € F, donc Imp C F. De plus, si € F, alors on a p(z) = z et donc € Imp. Par
conséquent Imp = F.

Enfin, pour tout € E, on a (pop)(z) = p(p(z)) = p(x) car p(x) € F = Ker(p — Idg). O

En fait on va montrer que la relation p? = p caractérise les projections, c’est-a-dire que tout endomorphisme p de E
qui vérifie cette relation est une projection.

Définition 13 Soit £ un K-espace vectoriel et soit p un endomorphisme de E. On dit que p est un projecteur si
2
pT=p.

Proposition 35 Sip est un projecteur de E, alors Kerp et Imp sont supplémentaires, et p est la projection sur Imp
paralléelement a Ker p.

On voit donc que les termes < projection > et < projecteur > désignent en fait les mémes objets.

Démonstration :

Montrons d’abord que KerpNImp = {0}. Soit z € Ker p N Imp. Cela signifie, d’une part, que p(z) = 0 et, d’autre part, qu’il existe u € E
tel que & = p(u). Mais puisque p? = p on peut écrire que = = p(u) = p?(u) = p(p(u)) = p(z) = 0, donc = = 0.

Montrons maintenant que F = Ker p+ Im p. Soit € E. Alors on peut écrire que x = (z — p(x)) + p(z). Or p(z) € Imp, et x — p(z) € Kerp
car p(z — p(z)) = p(z) — p*(z) = p(z) — p(z) = 0.

Ainsi Kerp NImp = {0} et E = Kerp + Imp, donc Kerp et Imp sont supplémentaires. De plus, la décomposition z = (z — p(z)) + p(z)
avec ¢ — p(z) € Kerp et p(xz) € Im p montre bien que p(z) est le projeté de x sur Imp. O

Exercice 5 Soit f I’'endomorphisme de R? défini par f(z,y,2) = (5x — 2y + 62,42 — y + 62, —2x + y — 2z). Montrer
que f est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
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2 Symétries

Définition 14 Soit F un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Tout vecteur x
de E se décompose alors de maniére unique sous la forme x =y + z avec y € F et z € G. On appelle symétrie par
rapport a F parallelement a G [l'application s : E — E qui a tout x de E associe y — z.

G = Ker(s +1dg)

F =Ker(s — Idg)

Proposition 36 s est un automorphisme de E, Ker(s — Idg) = F et Ker(s +Idg) = G. De plus on a s = Idg.

Démonstration :

Notons p la projection sur F' parallélement & G. Alors pour tout t =y+z2 (y€ Fetz€ G)onas(z)=y—z2=2y— (y+2) =2p(x) —
donc on voit que s = 2p — Idg. Or p et Idg sont linéaires, donc s aussi.

Soit z =y + 2 (avec y € F et z € G). Alors s%(z) = s(s(z)) = s(y — 2) = y + 2z = z, donc s2 = Idg. Cela implique que s est bijective (et
que s~! = s). s est donc un automorphisme de E.

Enfin,siz =y+z (avecy€ Fetz€ G),alors : s(z) =z o y—z2=y+222=0z2=08zc F,et:s(x)=—ary—2=—-y—2z2<
2y=0y=02cG. O

De méme que la relation p? = p caractérise les projections, la relation s> = Idg caractérise les symétries :

Proposition 37 Soit s un endomorphisme de E tel que s*> = Idg. Alors Ker(s—Idg) et Ker(s+1dg) sont supplémentaires,
et s est la symétrie par rapport & Ker(s — Idg) parallélement ¢ Ker(s + Idg).

Démonstration :

On va montrer par analyse-synthése que tout vecteur  de E peut s’écrire de maniére unique sous forme z = y + z avec y € Ker(s — Idg)
et z € Ker(s + Idg).

Analyse : supposons que 'on ait effectivement cette décomposition. Alors s(z) = s(y) + s(z) = y — z puisque s(y) =y et s(z) = —2. On a
donc x + s(z) = 2y, soit y = %(z + s(x)), et © — s(x) = 2z, soit z = %(CE — s(z)). Siy et z existent, ils sont donc uniques.

Synthese : soit y = %(ax + s(z)) et z = %(ax — s(x)). Vérifions que z = y + z, que y € Ker(s — Idg) et que z € Ker(s + Idg).

Onay+z= %(x + s(z) + = — s(z)) = z. De plus, s(y) = s (%(er s(z))) = %(s(x) + 52(z)) = %(s(az) +2) =y (car s2 = Idg) donc
y € Ker(s — Idg). Enfin, s(z) = s (%(az —s(z))) = %(s(z) —s%(z)) = %(s(r) —x) = —z donc z € Ker(s + Idg).

La décomposition cherchée est donc z = %(z +s(x)) + %(m —s(z)), et on voit aussi que s(z) = %(m +s(z)) — %(LU —s(x)). On en déduit que

Ker(s — Idg) et Ker(s + Idg) sont supplémentaires, et que s est la symétrie par rapport & Ker(s — Idg) parallelement a Ker(s + Idg). O

Exercice 6 Soit f I'endomorphisme de R? défini par f(x,y,2) = (3x + 2y + 42,42 + y + 4z, —4x — 2y — 5z). Montrer
que f est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.
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