Devoir n°27 (non surveillé)

Partie I

1
1) Résoudre sur Pintervalle ]0, +oo[ '’équation différentielle (E) : (1 + 22)y’ + 2zy = — et déterminer la solution de
x

(E) satisfaisant & la condition initiale y(1) = 0.

2) On considere la fonction f définie sur ]0, +o0[ par :

Inx

Va €]0,400, f(z) = Tr a2

, 1
a) Etudier sur 0, +o00] les variations de la fonction g :  +— — +1—2Inz. Montrer, en le justifiant soigneusement,
qu’elle s’annule en un unique point « de Vintervalle |0, +oo].
zg(x)
(14 22)2

¢) Déterminer le développement limité de f & l'ordre 2 en 1.

b) Etudier les variations de f. On vérifiera que f’ (z) = pour tout x > 0.

d) Donner allure de la courbe représentative de f dans un repére du plan. On donne a =~ 1,9 et f(«) =~ 0,14.

Partie 11
On considere la fonction F' définie sur |0, +o00[ par :

Int

T

Va €0, 4+00[, F(z) :/
1
1) a) Expliquer pourquoi le réel F(z) est bien défini pour tout = > 0.
b) Quel est le signe de F(x) sixz > 17 Etsix <17
2) Justifier que F' est dérivable sur ]0, +oo[ puis étudier les variations de F'.

3) Déterminer le développement limité de F' & ordre 2 en 1.

1
4) Montrer que : Vo € ]0,+oo[, F(z) = F <) .
x
. . P Arctanx .
5) a) Soit ¢ la fonction définie sur ]0, +oo[ par ¢(x) = ———. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.
x

b) Montrer que : Vz € |0, 4+00[, F(z) = Arctan(z) In(z) — / o(t) dt.
1

¢) En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F' la fonction ainsi prolongée.

d) En utilisant le théoréme de limite de la dérivée, montrer que F' n’est pas dérivable en 0. Que peut-on néanmoins
affirmer pour la courbe représentative de F' au point d’abscisse 07

e) Montrer que xglfoo F(z) = F(0).
. L
6) Pour tout entier naturel n on pose u,, = Z

k=0

e On veut montrer que ngrfw u, = F(0).

a) Soient k € N et > 0. Calculer Iy(z) = / t"Int dt puis lin%) I (z).
1 Tr—r

K2k _ 1 (=12 t?

n
b) Montrer que Z(—l) =i + e

k=0

pour tout n € N et pour tout ¢ > 0.

¢) En déduire que, pour tout n € N et pour tout = € |0, 1[, on a la majoration |F(z) — Z(—l)kjgk ()| < Iopy2(x).
k=0
1

d) Montrer alors que, pour tout n € N, |F(0) — u,| < [k et conclure.

7) Donner Pallure de la courbe représentative de F' dans un repére du plan. On donne F'(0) =~ 0,92.

Le nombre F(0) est appelé constante de Catalan. Comme la constante d’Euler, on ne sait pas si elle est rationnelle
ou irrationnelle.



