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EXERCICE 1

1) Pour tout t ∈ [0, 1] on a −1 6 cos t 6 1 et −1 6 sin t 6 1 donc −tn 6 tn cos t 6 tn et −tn 6 tn sin t 6 tn. En
intégrant ces encadrements entre 0 et 1 on obtient

−
1

n+ 1
6 xn 6

1

n+ 1
et −

1

n+ 1
6 yn 6

1

n+ 1

donc, par le théorème des gendarmes, (xn) et (yn) tendent vers 0 lorsque n tend vers +∞.

Bien entendu on pouvait aussi majorer en valeur absolue.

2) On intègre par parties : on pose u(t) = tn+1 (d’où u′(t) = (n+1)tn) et pour avoir v′(t) = cos t on pose v(t) = sin t.
Les fonctions u et v sont de classe C1. On obtient :

xn+1 =
[

tn+1 sin t
]1

0
− (n+ 1)

∫ 1

0

tn sin t dt = sin 1− (n+ 1)yn.

De même, on intègre par parties en posant u(t) = tn+1 (d’où u′(t) = (n+ 1)tn) et en posant v(t) = − cos t pour avoir
v′(t) = sin t :

yn+1 =
[

−tn+1 cos t
]1

0
+ (n+ 1)

∫ 1

0

tn cos t dt = − cos 1 + (n+ 1)xn.

3) D’après ce qui précède on a xn =
yn+1 + cos 1

n+ 1
. Or lim

n→+∞

yn+1 = 0, donc xn ∼
cos 1

n
lorsque n tend vers +∞.

De même yn =
−xn+1 + sin 1

n+ 1
et lim

n→+∞

xn+1 = 0, donc yn ∼
sin 1

n
lorsque n tend vers +∞.

EXERCICE 2

1) On peut raisonner par récurrence ou passer par les complexes. Pour tout n ∈ N
∗ et pour tout x 6≡ 0 mod 2π on a

n
∑

k=0

eikx =
n
∑

k=0

(

eix
)k

=
1−

(

eix
)n+1

1− eix
(somme des termes d’une suite géométrique avec eix 6= 1)

=

ei
(n+1)x

2

(

e−i
(n+1)x

2 − ei
(n+1)x

2

)

ei
x
2

(

e−i
x
2 − ei

x
2

)

=
ei

nx
2

(

−2i sin (n+1)x
2

)

−2i sin x
2

=
ei

nx
2 sin (n+1)x

2

sin x
2

.

En prenant la partie réelle on obtient
n
∑

k=0

cos(kx) =
cos nx

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

.

En utilisant les formules de transformation de produits en sommes on a

cos nx
2 sin (n+1)x

2

sin x
2

=
sin
((

n+ 1
2

)

x
)

+ sin x
2

2 sin x
2

=
sin
((

n+ 1
2

)

x
)

2 sin x
2

+
1

2
.

Donc finalement

Dn(x) =

n
∑

k=0

cos(kx)−
1

2
=

sin
((

n+ 1
2

)

x
)

2 sin x
2

.

2) a) Il suffit d’intégrer par parties :

∫ π

0

x cos(kx) dx =

[

x sin(kx)

k

]π

0

−
1

k

∫ π

0

sin(kx) dx = −
1

k

[

−
cos(kx)

k

]π

0

=
cos(kπ)− 1

k2
=

(−1)k − 1

k2
.



b) Pour tout n ∈ N
∗, par linéarité de l’intégrale :

Ln =

∫ π

0

x

(

1

2
+

n
∑

k=1

cos(kx)

)

dx

=

∫ π

0

x

2
dx+

n
∑

k=1

∫ π

0

x cos(kx) dx

=
π2

4
+

n
∑

k=1

(−1)k − 1

k2

=
π2

4
+

n
∑

k=1

(−1)k

k2
−

n
∑

k=1

1

k2

=
π2

4
− Sn + Tn.

3) Au voisinage de 0 sin x
2 ∼

x

2
donc

lim
x→0

x

sin x
2

= 2.

On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 2.

La fonction f est de classe C1 sur ]0, π] (quotient de fonctions de classe C1) et, pour tout x ∈ ]0, π],

f ′(x) =
sin x

2 − x
2 cos x

2

sin2 x
2

.

Le dénominateur de cette fraction est équivalent à
x2

4
au voisinage de 0, et

sin x
2 − x

2 cos x
2

0
= x

2 + o(x2)− x
2 (1 + o(x))

0
= o(x2),

donc lim
x→0

f ′(x) = 0.

Ainsi, d’après le théorème de limite de la dérivée, la fonction f est de classe C1 sur [0, π] (et f ′(0) = 0).

4) a) Soit λ > 0. En intégrant par parties on obtient

∫ π

0

ϕ(x) sin(λx) dx =

[

−
ϕ(x) cos(λx)

λ

]π

0

+
1

λ

∫ π

0

ϕ′(x) cos(λx) dx

=
ϕ(0)− ϕ(π) cos(λπ)

λ
+

1

λ

∫ π

0

ϕ′(x) cos(λx) dx.

Le terme de gauche tend vers 0 quand λ tend vers +∞, et puisque ϕ′ est continue sur [0, π], elle y est bornée, donc

∣

∣

∣

∣

1

λ

∫ π

0

ϕ′(x) cos(λx) dx

∣

∣

∣

∣

6
1

λ

∫ π

0

|ϕ′(x) cos(λx)| dx

6
1

λ

∫ π

0

|ϕ′(x)| dx

6
1

λ

∫ π

0

sup
[0,π]

|ϕ′| dx

6
π

λ
sup
[0,π]

|ϕ′|.

qui tend aussi vers 0 quand λ tend vers +∞. Ainsi

lim
λ→+∞

∫ π

0

ϕ(x) sin(λx) dx = 0.

b) En utilisant la question 1 on voit qu’on peut écrire

xDn(x) =
1

2

x

sin x
2

sin
((

n+ 1
2

)

x
)

pour tout x ∈ ]0, π], donc

xDn(x) =
1

2
f(x) sin

((

n+ 1
2

)

x
)



pour tout x ∈ [0, π], où f est la fonction prolongée de la question 3. Ainsi

Ln =
1

2

∫ π

0

f(x) sin
((

n+ 1
2

)

x
)

dx

Or la fonction f est de classe C1 sur [0, π], donc d’après la question précédente, Ln tend vers 0 quand n tend vers +∞.

5) a) Pour tout n ∈ N
∗ :

S2n + T2n =

2n
∑

k=1

1

k2
+

2n
∑

k=1

(−1)k

k2
=

2n
∑

k=1

1 + (−1)k

k2
.

Les termes d’indices impairs de cette somme s’annulent. Pour les termes d’indices pairs on pose k = 2j, ce qui donne

S2n + T2n =

n
∑

j=1

2

(2j)2
=

2

4

n
∑

j=1

1

j2
=

Sn

2
.

b) On sait que la suite (Sn) converge et la suite (S2n) est une suite extraite de (Sn) donc elle converge vers la même
limite, qu’on note S.

D’après les questions 2)b) et 4)b), la suite (Tn) converge vers S −
π2

4
, donc la suite (T2n) aussi.

Ainsi, en faisant tendre n vers +∞ dans l’égalité S2n + T2n =
Sn

2
, on obtient

S + S −
π2

4
=

S

2

qui donne finalement

S =
π2

6
.


