Correction du DNS 26

EXERCICE 1

1) Pour tout ¢t € [0,1] on a —1 < cost < 1 et —1 < sint < 1 donc —t" < t"cost < t" et —t" < t"sint < ¢". En
intégrant ces encadrements entre 0 et 1 on obtient
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donc, par le théoreme des gendarmes, (z,) et (y,) tendent vers 0 lorsque n tend vers +oc.

Bien entendu on pouvait aussi majorer en valeur absolue.
2) On intégre par parties : on pose u(t) = "1 (d’ott v//(t) = (n + 1)t") et pour avoir v'(t) = cost on pose v(t) = sint.
Les fonctions u et v sont de classe C!. On obtient :
o [yn+1 s 1 ! n . s
Tng1 = [t smt}o—(n—&—l)/ t"sintdt =sinl — (n+ 1)y,.
0
De méme, on intégre par parties en posant u(t) = "1 (d’ott u'(t) = (n + 1)t") et en posant v(t) = — cost pour avoir
v'(t) = sint :

1
Yng1 = [—t"T Cost](l) + (n+ 1)/ t"costdt = —cos1+ (n+1)z,.
0
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w. Or lim g,y =0, donc x,, ~ o8

3) D’apres ce qui précede on a x,, =
) p qul p n n+1 n—+o0

lorsque n tend vers +oo.

—Zpa1 +sinl . sin 1
el TP 6t lim ZTp4+1 = 0, donc y, ~ —— lorsque n tend vers +oco.
+oo n

De méme y,, = ] I

EXERCICE 2

1) On peut raisonner par récurrence ou passer par les complexes. Pour tout n € N* et pour tout  # 0 mod 27 on a
n n k
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En prenant la partie réelle on obtient
n nr .. (n+l)x
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En utilisant les formules de transformation de produits en sommes on a

cos”—fsin% _sin((n—&-%)m)—i—sin% _sin((n—i—%)x) 1
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Donc finalement
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D, (z) = Zcos(kx) - % =
k=0

2) a) Il suffit d’intégrer par parties :

/Oﬂxcos(k:x) do = [“”;C(’“”)K _ llg/ow sin(ka)de = - [COS(/&T)K B cos(k];;) 1 (—1]);; 1




b) Pour tout n € N*, par linéarité de I'intégrale :
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3) Au voisinage de 0 sin § ~ 5 donc
lim ——— = 2.
z—0 SIn =

On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 2.
La fonction f est de classe C! sur ]0, 7] (quotient de fonctions de classe C!) et, pour tout x € 0, 7,
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Le dénominateur de cette fraction est équivalent a T au voisinage de 0, et

sinZ — Zcos 2 L +o(z”) — 2(1+o(z)) 2 o(z?),
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donc ilgbf (z) = 0.
Ainsi, d’apres le théoréme de limite de la dérivée, la fonction f est de classe C! sur [0, 7] (et f/(0) = 0).

4) a) Soit A > 0. En intégrant par parties on obtient

/OW p(z) sin(Az) dow = [_cp(x)c/(\)s()\:z:)] —i—%/ () cos(\z) da

_ 90(0) - 90(:—) COS(/\ ) + %\/O SDI(:L’) cos()\x) dzx.

Le terme de gauche tend vers 0 quand A tend vers +o0o, et puisque ¢’ est continue sur [0, 7], elle y est bornée, donc
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qui tend aussi vers 0 quand A tend vers +o0o. Ainsi
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b) En utilisant la question 1 on voit qu’on peut écrire

ID,L(:L‘):1 .xzsm((nJr ) )
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pour tout z € ]0, 7], donc

xD,(x) = %f(x) sin ((n+ 1) z)



pour tout « € [0, 7], out f est la fonction prolongée de la question 3. Ainsi
1" , .
Ln:§ f(z)sin((n+ %) z) dw
0

Or la fonction f est de classe C! sur [0, ], donc d’apres la question précédente, L,, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

5) a) Pour tout n € N* :
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Les termes d’indices impairs de cette somme s’annulent. Pour les termes d’indices pairs on pose k = 275, ce qui donne
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b) On sait que la suite (S,) converge et la suite (Sa,,) est une suite extraite de (.5,,) donc elle converge vers la méme
limite, qu’on note S.

2
D’apres les questions 2)b) et 4)b), la suite (7)) converge vers S — %, donc la suite (Tsy,) aussi.

S
Ainsi, en faisant tendre n vers +oo dans 1’égalité Sy, + T, = 7", on obtient
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qui donne finalement
5=



