TD22: Statique des fluides - corrigé

* Exercice 1 : Manometre a tube en U

On définit deux points B et C, respectivement au niveau de la surface li-
bre eau/mercure et la surface libre mercure/air. Leau est un fluide in-
compressible et homogeéne, ce qui permet d’appliquer la loi du nivellement --———-Hc
barométrique entre Aet B :

Pg—Pp=pegh? I

Le mercure est aussi un fluide incompressible et homogeéne, ce qui permet
d’appliquer la loi du nivellement barométrique entre B et C:

Pg—Pc=pmg(hy +hy)

Par continuité de la pression en C, P¢ = Py. Il vient que :

’PA =Py+pmg(h1+hp)—peghy = 1,6bar‘

* Exercice 2 : Statique d’une bille entre deux liquides

La bille est plus dense que I'huile et moins dense que I’eau. Elle ne peut donc se trouver qu’au niveau
de la surface libre qui sépare ces deux liquides. On représente schématiquement la situation :

Z

%
huile h

eau \V—e/

On note Vj, le volume de la bille immergé dans I'huile, V, le volume immergé dans'eauet V =V}, + V.

le volume total de la bille. Pour étudier I'équilibre mécanique de la bille, on applique le PFD. La bille est
soumise a son poids ainsi qu'aux poussées d’Archiméde exercée par I'huile et 'eau :

P+ l2[eau + l2[huile = 6
On applique la loi d’Archimede et on projette le PFD sur un axe (Oz) vertical ascendant :
—PpVE+pPeVeg+PpVpg=0 < ppV =peVe+ppVp

Par définition, la fraction volumique du volume de la bille immergée dans 'eau vaut : x = % On

démontre alors rapidement que 1 — x = % En divisant I'équation ci-dessus par le volume total V, on
obtient la relation suivante :

_Pb—Pn _
Pe=Ph

Pp=pPex+pp(l-x) < | x 0,4

**% Exercice 3 : Force pressante exercée sur un barrage

1. Leau est un fluide incompressible et homogene donc la pression vérifie la loi du nivellement
barométrique : P(z) = —pgz+ Cste. On détermine la constante d’intégration en écrivant la condition
limite P(z = H) = Pg. On montre alors que le champ de pression s’écrit :

P(z) = Py + pg(H - 2) \

2. La force de pression exercée par 'air est P(z)dydziiy et celle exercée par 'air —Pydydziiy. La force
résultant vaut :

dF = (P(2) - Py)dydzily < ’ dF = pg(H - 2)dydziiy

3. On effectue un calcul d’intégrale double pour déterminer la force de pression résultante :

. L pH L H
F:[ofo pg(H—z)dydzizx:UO dy)(fo [Pg(H—z)]dz)iix

On calcule les intégrales :

.1
fiy < F:EngHzﬁx

- 1
La norme de cette force vaut| | F| = EngH2 =5-101N|

*xx Exercice 4 : Cloche flottant sur 'eau

P,
hlI . hgi Py, Vi
B B

1. Il y a trois inconnues a déterminer : Py, V7 et hy. Il s’agit d’écrire trois relations entre ces grandeurs :

® on traduit I'équilibre mécanique de la cloche. Celle-ci est soumise a son poids et aux forces
de pressions exercées par l'air et 'eau sur ses parois. Par symétrie, les forces de pression qui
s’exercent sur les parois latérales de la cloche se compensent les unes les autres. La résultante
de ces forces de pression s’identifie aux forces que 'air interne et I'air atmosphérique exercent sur
la paroi supérieure. D’aprés le PFD appliqué a la cloche en équilibre dans le référentiel terrestre
supposé galiléen :

P1S—PyS—mg=0 (1) = p1:p0+%
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* on traduit 'équilibre mécanique de I’eau : On relie les pressions aux points A et B avec la loi
du nivellement barométrique. Par continuité de la pression a la traversée d'une surface libre :
Py=PyetPg=P.

m
p—P: h 2 h:—
1—Po=pgh1 2) <= | Iy S

* Lair interne est un gaz parfait. Au cours de sa compression, sa quantité de matiére et sa tempéra-
ture se conservent et son volume passe de Vo = HpS a V7 :

HyS
PyHyS=P1V; 3) < | V1 = g
1+ m
2. On applique a nouveau le PFD a la cloche en équilibre :
mg

PyS—PypS-mg=0 < P2:P0+T

La pression interne n'est pas modifiée. Autrement dit, lorsque I'on ouvre la vanne, l'air interne
s’échappe et le gaz restant dans la cloche se détend a pression constante. Pour déterminer le volume
V5, on applique a nouveau la loi du nivellement barométrique entre A et B (voir schéma ci-dessus) :

m

Py—Py=pghy — hz:hl:ps

m
On reconnait sur le schéma que le volume du gaz vaut: | Vo = hpS=— |
P

*x Exercice 5 : Elevation d’un ballon-sonde dans 'atmosphére isotherme

1. Au décollage, I'enveloppe contient un volume V d’hélium, a la pression Py et la température Tp.
D’apres la loi des gaz parfaits :

PoV Mpe

~ 18k
RT, J

Mgaz = Myenye =

2. Avant de décoller, le ballon est soumis a son poids P, a la poussée d’Archimede Il exercée par
I'air atmosphérique et a la réaction du sol. Le ballon décolle lorsque la réaction s’annule, c’est-a-dire a

partir du moment ott| || Tai || > || 2| |

Le poids du ballon est égal a P= Mpalion & » Ol Mpallon €St la masse totale du ballon, c’est-a-dire la
masse de I'enveloppe, de la nacelle (avec les appareils de mesure) mais aussi de ’hélium interne.

La poussée d’Archimede est égale a g = — mdéplaCéE Ol Meplace st la masse d’air déplacée. Finale-
ment, la condition de décollage du ballon peut s’écrire sous la forme suivante :

Mdeplacé > Mballon = M + Mgaz

Ala surface, la pression de I'air atmosphérique vaut Py et sa température Ty. On en déduit que :

PoV M,;
Mdeplacé = R_Toalr

La masse totale du ballon vaut :
PyV M,
Mpallon = M+ Mgaz = M+ T()He

Le ballon décolle a condition que la masse m respecte 'inégalité suivante :

PV My; PoV My _ PoV (Mair — Mpge) _ 2
R > m+ g — m<mmax_R—TO_1,1-10 kg

3. Au cours de I'ascension, la pression atmosphérique décroit, a température constante. Comme le
ballon est ouvert, la pression de 'hélium interne reste a tout instant égale a la pression atmosphérique
et décroit elle aussi.

Puisque le volume du ballon est fixé, que la température de I’hélium reste constante et que sa pression
diminue, cela signifie que la quantité de matiere en hélium a I'intérieur du ballon diminue également
(n=£15)-

On conclut qu’au cours de I'ascension, 'hélium interne quitte progressivement 'enveloppe par les
manches d’évacuation pour maintenir 'équilibre des pressions entre I'intérieur et I'extérieur du bal-
lon, a une valeur de plus en plus faible a mesure que le ballon s’éléve.

4. Le ballon-sonde plafonne s'il se trouve en équilibre mécanique, c’est-a-dire si :

I ﬁair" = ||1B | = Mdeplacs = Mballon
A une altitude z quelconque :
Mdeplace = %Téwair et Mpallon = M+ %T]:IH‘?
avec P(z) = Poe_Z/H est la pression a I'altitude z (H = J\Zing)'

La ballon-sonde plafonne a condition que :

V Mair VMye Zmax

. ~ PoV (Mair — Mize)
RT) Ppe” H =m+ RTh Pye” H < |zpa=Hln|——2 ¢

mRTy

=19km

** Exercice 6 : Modele d’atmosphére non isotherme

1. On reprend la démonstration faite en cours. Léquation différentielle vérifiée par P(z) estla suivante :
P PM __ PMg
dz  RT®™ " R(Ty-b2)
C’est a partir d’ici que le calcul differe de celui de I'atmosphére isotherme. Pour intégrer cette équation
différentielle il faut tenir compte du fait que la température dépend de I'altitude. Pour cela, nous allons
privilégier la méthode de l'intégration par séparation des variables :
dp M
@ _VE 4,
P R(Ty - bz)
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On integre entre le sol (z =0, P = Py) et un point d’altitude quelconque (z, P).

P z
dp _ Mg p _[Mg z p)_ Mg To—bz
fPo B —[O ~ R(To-52) dz = [lnP]PO = [_Rb ln(To—bz)]O — ln(—po] =T ln(—OT0 )

Apres simplification et passage a I’exponentielle, on aboutit a I'expression suivante :

Mg

P =P, (1 bz)ﬁ
z) = - —
0 TO

2. Dans le modele a gradient de température la pression au sommet de la troposphére vaut
Pgrad(lo km) = 25,3kPa. Dans le modele de I'atmosphere isotherme on a vu que P(z) = Pgexp (— A};I—%)Z)

Lavaleur au sommet de la troposphere est Pisor(10km) = 29, 5kPa. L'écart relatif entre les deux modéles
vaut :

Pjsor(10km) — Pgrad(l()km) B
Pisor(10km) o

** Exercice 7 : Masse de 'atmosphere

1. Voir cours :

Mgz P(z)M _ PoM Mgz
PE=Roep =3 | PP= R TR P\ TR
z o0
I IT
: :

2+ A2 |- - T
T 1
1 1
1 1
1 S 1

J ]
TIIIIIII I I I 7 777227777777

2. Lamasse contenue dans la tranche d’air cylindrique infinitésimale vaut| dm = p(z)Sdz |.

Pour déterminer la masse totale de la colonne on inteégre entre z=0et z=00:

©_PSM Ry |,

_ PoS
0 RTQ Mg -

(0]
_ M _ Mgz _ PySM [ _RTy _ Mgz
m —j(; WSPOeXp( RT) )dz— RT [ Mg exp( RTo )

Pour déterminer la masse totale de 'atmospheére, on généralise ce résultat en prenant comme valeur
de S la surface totale de la Terre. Evidemment, il s’agit d'une approximation puisque la surface du sol
n'est en réalité pas plane. Cela nous permet néanmoins d’obtenir un ordre de grandeur.

P
m=—2.47R%=5,3-10'%kg
g

On peut trouver dans la littérature une valeur a laquelle comparer notre résultat (source : Kevin E.
Trenberth and Lesley Smith, The mass of the atmosphere : a constraint on global analysis)

the dry air mass is estimated as 5.1352 + 0.0003 x 10'8 kg

En conclusion la valeur que nous avons obtenue est trés satisfaisante si 'on consideére toutes les ap-
proximations que I'on a réalisé pour ’obtenir!

* % % Exercice 8 : Assis a la terrasse d’'un café...

On commence par le glagcon d’eau pure plongé dans 'eau pure. On représente schématiquement la
situation initiale et la situation finale.

Dans I'état initial, on note V, le volume émergé du glacon, V; le volume immergé dans I’eau liquide et
Vg = Vi + Ve le volume total du glagon. On note Vj le volume d’eau liquide et V le volume total du verre.
Dans I'état final, on note V; le volume d’eau liquide.

Dans ce probleme, on notera p, la masse volumique de I'eau liquide et pg celle de la glace. On se
rappelle que pg < pg, raison pour laquelle le glagon flotte a la surface de I'eau liquide.

Pour répondre a la question posée, nous allons déterminer V;. Si V] > V, I'eau déborde, sinon elle ne
déborde pas.

Dans un premier temps, on détermine Vp. Puisque le verre est rempli a ras-bord, alors Vy = V- V;. On
a vu en exercice d’application la maniére de déterminer V; (PFD appliqué au glacon). je vous renvoie
vers le cours pour la démo, le résultat est le suivant :

_ Pg - Pg
Vi—ng — VO—V—ng

Pour déterminer Vi, on rajoute a Vp le volume du glacon fondu. Pour déterminer ce volume Vg ¢, on
utilise la conservation de la masse du glagon au cours de sa fusion :

_ _ Pg
PgVe=peVgr < Vgr=15,Ve

Finalement, le volume total de I'eau liquide, une fois le glacon fondu, vaut :

V1:VQ+ng=V
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Dans 'état final, I'’eau liquide occupe exactement I'intégralité du volume du verre, celui-ci est encore
rempli a ras-bord, | le verre n’a pas débordé! |.

Quand elle passe a I'état liquide, 'eau du glacon devient plus dense. On vient de démontrer dans cet
exercice que son volume diminue exactement de V,, raison pour laquelle '’eau reste a ras-bord lorsque
le glagon a fondu.

Passons maintenant au cas ou un glacon d’eau pure est plongé dans un verre rempli d'un liquide de
masse volumique pjys > p¢. On conserve la relation Vp — V — V;, mais désormais, I'équilibre mécanique
de glagon implique que :
_ Ps - Pg
P S VASDRRINGS VA VAR & &)
Vi Pjus Ve Vo=V Pjus Ve

Le volume du glagon fondu est, lui, le méme dans les deux expériences :

_ pg B B 1 1
Ver=-LtVe = |V =V+V,r=V+p v(—_ )
g§f = 0,8 gf gvg 00 Ppus
N———

>0

Puisque pjus > py alors V1 > V. | Le verre déborde! (un tout petit peu...) ‘




