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EXERCICE 1
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On reconnait une somme de Riemann associée a la fonction x +— In(1 + x) qui est continue sur [0, 1]. Par conséquent
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lim lnpn:/ In(1+ ) dx.
0
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On intégre par parties en posant u(z) = In(1 + ) et v(x) = x + 1. Ces fonctions sont de classe C! et u'(z) = T et
x
v'(z) =1 pour tout x € [0, 1] (noter le choix de z + 1 au lieu de = pour simplifier les calculs). On a donc
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/0 In(1+z)dx = [(z + 1)In(1 +x)]é —/0 ;”ix dr =2In2 — 1.
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EXERCICE 2
1) a) Soient P, Q € R, [X] et a, 5 € R. Alors :
p(aP + Q) = ((aP + 5Q)(a), (aP + 5Q) (), ..., (aP + Q)™ (a))
= (aP(a) + fQ(a), aP'(a) + BQ (a), ..., aP™ (a) + SQ™ (a))
=a(P(a), P'(a),..., P"(a)) + B(Q(a),Q(a),...,Q" (a)
= ap(P) + Be(Q).
L’application ¢ est donc linéaire.
b) Soit P € Ker . Alors ¢(P) = 0, donc P(a) = P'(a) = ... = P (a) = 0 : a est donc racine de P d’ordre n + 1

au moins d’apres un théoreme du cours.

Or P € R,[X], c’est-a-dire que deg P < n, et un polynéme non nul de degré p a au maximum p racines (comptées
avec leur ordre de multiplicité). Par conséquent P = 0.

On en déduit que Ker ¢ = {0}.

c) Ker ¢ = {0} donc ¢ est injective. De plus, R, [X] et R"! sont deux espaces vectoriels de méme dimension (n+1).
Par conséquent ¢ est bijective. C’est donc un isomorphisme.

2) a) La famille (P, Py,...,P,) est une famille de polynémes non nuls échelonnée en degrés, donc elle est libre. De
plus, son cardinal (n + 1) est égal a la dimension de R,[X] donc c’est une base de R, [X].

b) Le polynéme Py est de degré k, donc P,gp) =0sip>k.

k!
Montrons par récurrence sur p que P,Ep) = W(X —a)*~P pour tout p € {0,...,k}.
—p)!
Powr p=0:P" = P, = (X —a)k = i (X —a)k=0.
F (k —0)!
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Soit p € {0,...,k — 1}. Supposons que P,"’ = =) (X —a)*P. On dérive :
k! k!
P(P+1) — k —p X —a k—p—1 _ X —a k—p—l.

C’est ce qu’on voulait. Le théoréme de récurrence permet de conclure.

3) a) Sip < k, alors k —p > 0, donc P]gp)(a) = 0 (on remplace X par a dans la formule précédente). Si p = k, alors
PP = (X —a)*=? = k!, donc P")(a) = k!. Enfin, si p > k, alors P’ = 0 donc P"(a) = 0. Ainsi

(k=)

¢(Py) = (Pi(a), Pi(a),..., PP (a), ..., P™(a)) = (0,0,...,0,K.,0,...,0) = kley.



Par conséquent ¢~ (k! e;,) = Py

b) On a :
¢(P) = (P(a), P'(a),...,P™(a))
= (P(a),0,.. ) (0,P'(a),...,0) +...+(0,0,..., P(”)(a))
= P(a (1,0, ,0) + P'(a )(0,1,..., ) ...+P(")(a)(0,0,...,1)

)
= P(a)eg + P’ ( Jer + ...+ P™(a)e,

P®)(a)ey.
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c) L’application ¢! est linéaire donc, d’aprés 3)b) :

n ®) (g
D=3 PP () =Y PO@ A=Y T @y
k=0

=0 : k=0
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Comme ¢~ 1(p(P)) = P, on obtient finalement la formule de Taylor pour les polynomes :

—a).

EXERCICE 3

1) On a po g = —qop. En composant & gauche par p on obtient popog= —pogop.

Or popogq=pogq (car p est un projecteur) et —pogop=gopop=gop, donc poqg=gqonp.

On en déduit que 2p o g = 0 et donc que po g = 0.

2) L’application p + ¢ est linéaire et (p + ¢)?> = p?> + poq+qop+¢* = p+ q donc p + g est un projecteur.
3) On raisonne par double inclusion.

Montrons d’abord que Ker(p + ¢) C KerpNKerg. Soit donc z € Ker(p + ¢q). Alors (p+ ¢)(z) = 0, donc p(z) = —q(z).
En appliquant p on en déduit que p?(z) = —p o q(x), soit p(z) = 0, et en appliquant ¢ on obtient ¢ o p(z) = —¢*(z),
d’ott ¢(z) = 0. Ainsi z € Kerp N Kerg.

Montrons maintenant que Kerp N Kerq C Ker(p + ¢). Soit € Kerp N Kerg. Alors p(z) = 0 et g(x) = 0, donc
(p+q)(x) = p(x) + q(z) = 0 et donc z € Ker(p + ¢).

On conclut que Ker(p + q) = Ker p N Kergq.

4) On va montrer que Im(p + ¢) = Imp + Im ¢, puis que la somme est directe.

Montrons d’abord que Im(p + ¢) C Imp + Im g. Soit donc y € Im(p + ¢). Il existe donc = € E tel que y = (p + q)(x).
Alors y = p(z) + ¢(x) € Imp + Im g.

Montrons ensuite que Imp + Img C Im(p + ¢). Soit y € Imp + Img. Il existe donc y; € Imp et yo € Imgq tels que
y = y1 + y2. Soit z1 € E tel que y1 = p(z1) et soit o € E tel que yo = q(x2). Alors p(y1) = y1, ¢(y2) = ye,
q(y1) = gop(x1) = 0 et p(y2) = poq(z2) =0, donc (p+q)(y) = p(y1) + p(y2) + a(y1) + q(y2) = y1 +y2 = y et donc
y € Im(p + q).

Montrons enfin que ImpNIm g = {0}. Soit y € ImpNImgq. Alors p(y) =y et ¢q(y) =y, donc poq(y) = p(qe(y)) = p(y)
=y, douy=0.

On a donc bien montré que Im(p + ¢) = Imp & Img.



