Chapitre 22

PRODUIT SCALAIRE

I Produit scalaire
1 Définition

Définition 1 Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une application ¢ : E?> — R qui vérifie
les propriétés suivantes :

(i) ¢ est symétrique :
Yo,y e B oy, ) = o(x,y).

(i) @ est bilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport & chacune de ses variables :

plonzr + asxa,y) = arp(x1,y) + asp(z2,y)

VOQ,OéQ € R,V337371,3327Z/7y1ay2 S E’
p(z,a1y1 + aoy2) = ar19(x, Y1) + (T, y2)

(iii) ¢ est définie positive :
Vo e E,p(x,z) > 0.

Ve e B, (o(x,x) =0=z=0).

Un espace préhilbertien réel est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Un espace euclidien est un
espace préhilbertien réel de dimension finie.

Le produit scalaire de z et y sera généralement noté (z,y) ou (x|y) ou encore x - y.

Remarques :
1) Par bilinéarité, on a (0,x) = (z,0) = 0 pour tout x € E.

2) Si on a montré la symétrie, il suffit de montrer la linéarité a gauche ou a droite.

2 Exemples

1) Soit E = R™. L’application (.,.) définie sur E? par

n
(@,y) = Tryk,
k=1
ou x = (x1,...,oy) €ty = (y1,.-.,Yn), est un produit scalaire appelé produit scalaire canonique sur R".
En effet :

n n
(i) (.,.) est symétrique : pour tous z,y € R™ on a (y,z) = Zykxk = Zxkyk = (z,y).
k=1 k=1

(ii) (., .) est linéaire & gauche : pour tous z,y, z € R™ et pour tous a, 3 € R on a

(az + By, z) = Z(O@k + Byr)zk = azwkzk + 52%% = oz, 2) + By, 2).

k=1 k=1 k=1

Comme elle est symétrique, elle est également linéaire a droite.

n
iii) (.,.) est définie positive : pour tout x € on a (z,r) = zp 2 0, et si (z,z) = 0 alors tous les x;, sont nuls
t définie positi pour tout R™ 2> 0, et si 0 alors tous 1 t nul
k=1
(une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls), donc z = 0.

2) Soit E = C([a, b], R). L’application (.,.) définie sur E? par

b
(f.g) = / f(2)g(z) dx



est un produit scalaire. En effet :

(i) {.,.) est symétrique : pour tous f,g € F on a (g, f) = / x)dr = / f(x)g(x)dz = (f,g).

(ii) {.,.) est linéaire & gauche : pour tous f,g,h € E et pour tous «, 5 € R on a

b

(af + B9} = [ (af + Bo)a)h dx—a/j? (M+ﬁ/ v)de = alf.h) + Blg,h).
Comme elle est symétrique, elle est également linéaire a droite.
(iii) (.,.) est définie positive : pour tout f € E on a (f, f) / f2(z)dx >0, et si / f?(z) dz = 0 alors, puisque f?
est continue et positive sur [a, b], f? est nulle (proposition 12 du chapitre 15) et donc f aussi.

3 Norme
Définition 2 Soit (E,{(.,.)) un espace préhilbertien réel. Soit x € E. La norme de x est le réel défini par
[z]] = +/(z, z).

L’application ||.|| : E — RT est la norme euclidienne associée au produit scalaire {.,.).

Par exemple, la norme associée au produit scalaire canonique sur R™ est donnée par

n
||(1’1,,(£n)||: in
k=1

Proposition 1 Pour tout x € E et pour tout a € R :
(i) ||zl =0 < x =0.
(i) llax| = |af x |[=]].

Démonstration :

(i) [|lz|l =0 < (z,2) = 0 & = 0 car le produit scalaire est défini positif.

(ii) laz| = /{az, az) = \/a2(z,z) = |a| x ||z|| par bilinéarité du produit scalaire. O

Proposition 2 Pour tous r,y € F :
(i) llz + yl? = =] + 2(2, ) + [lyl1>.
(ii) ke — I = 212 — 20, ) + [yl
(iii) |z + y||> + |x — y||> = 2||z]|*> + 2 ||y||* (identité du parallélogramme).
(iv) |z +y||* — |z — y||> = 4(z,y) (identité de polarisation).
Démonstration :
) llz +yl? = (@ +y.z +y) = (x,2) +(x,y) + (. 2) + (v, 9) = l|z]]> + 2(z, y) + [ly]*.

(i) [l —ylI* = (@ -y, 2 —y) = (@, 2) — (z,9) — (y,2) + (Y, 9) = [|=[]* — 2z, y) + ||yl>.

(iii) s’obtient en additionnant (i) et (ii), (iv) s’obtient en les soustrayant. [

Proposition 3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tous x,y € E :

[,y < llzll < lyll
avec égalité si et seulement si la famille (z,y) est lide.

Démonstration :

Si z = 0 c’est immédiat. Supposons x # 0.

Pour tout A € R on a ||[Az + y||?2 = A2 ||z]|2 + 2X\(z,y) + ||y||?> = 0. C’est un polynome réel du second degré en X a valeurs positives : son
discriminant A = 4(x,y)2 — 4||z||?||y||? est donc négatif, d’ot {x,y)2 < ||z||%|lyl|?, soit |{z,y)| < |||l x ||y]|-

Sl y a égalité, alors A = 0 donc il existe A € R tel que ||[Az + y|| = 0, d’out Az + y = 0 et la famille est liée. Réciproquement, si (z,y) est
lide, alors, puisque = # 0, il existe A € R tel que y = Az et |(z,y)| = |\ x [|z]|2 = ||=|| x ||y||. O



Pour les produits scalaires du paragraphe 2, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

1) Pour tous « = (1,...,%n),y = (Y1,.-.,Yn) € R™:

n n
2 2
< E xy X E Yie-
k=1 k=1

2) Pour tous f,g € C([a,b],R) :

< \//abfz(x)d:v X \//abg2(x)dx.

Proposition 4 (Inégalité de Minkowski - Inégalité triangulaire) Pour tous z,y € E :

/a ' Fl)a(e) do

e+ yll < llz]| + [yl
avec €galité si et seulement si x = 0 ou s’il existe A > 0 tel que y = Ax.

Démonstration :
D’apreés les propositions précédentes, on a ||z +y||* = [|l* + 2(z, y) + [[ylI* < ||=[1> + 2llz[[[ly]l + [lylI* = (]| + l[¥])>-

On a égalité si et seulement si (z,y) > 0 et que (x,y) = ||z||||y||. Alors la famille (z,y) est liée donc = 0 ou il existe A tel que y = Az, et

alors (x,y) = Al|z||? > 0 donc A > 0. La réciproque est immédiate. O
Remarque : On a aussi |||z]| — |ly]l| < ||z + y|| pour tous z,y € E (il suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire &

]l = [l +y = yll)-

II Orthogonalité

Dans tout le paragraphe, (E, (.,.)) est un espace préhilbertien réel.

1 Vecteurs orthogonaux
Définition 3 Deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. On note alors x 1 y.

Par exemple, dans R® muni de son produit scalaire canonique, les vecteurs z = (1,2,3) et y = (—4,—1,2) sont
orthogonaux car (z,y) = —4 —2+6 = 0.

Remarque : Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de F.
Proposition 5 (Théoréme de Pythagore) x et y sont orthogonauz si et seulement si ||z + y||* = ||z + ||ly/|*.

Démonstration : Conséquence immédiate de la relation ||z + y||? = ||z||2 + 2{z, y) + ||y||*>. O

2 Familles orthogonales, orthonormales

Définition 4 Une famille (uy, ..., u,) de vecteurs de E est orthogonale si ses vecteurs sont deuz a deuz orthogonau,
i.e. st (u,uj) =0 pour tous i,j € {1,...,n} avec i # j.
FElle est orthonormale ou orthonormée si, de plus, on a |u;|]| =1 pour tout i € {1,...,n}.

Proposition 6
; £ nme ; 2 _ 2 2
(i) (Théoréme de Pythagore) Si (u1,...,u,) est orthogonale, alors ||uy + ...+ un||? = [Jurl]® + ... + |luall*
(ii) Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
Démonstration :
(i) Récurrence immédiate.
(ii) Soit (u1,...,un) une famille orthogonale de vecteurs non nuls. Soient A1,...,An € R tels que Aju1 + ...+ Apun = 0. Alors, pour tout

i€{l,...,n},ona0= (uj, A\uts + ...+ Antn) = A1 (us, u1) + ...+ Xi(wi, wi) + oo+ A (ug, un) = Niljug||?. Or |jug|| # 0, donc A; = 0. O

Si E est de dimension finie n, une famille orthonormale de n vecteurs de F est donc une base de E. On dit que c’est
une base orthonormale de E. Par exemple, la base canonique de R™ est une base orthonormale pour le produit
scalaire canonique.

L’intérét des bases orthonormales est que les expressions du produit scalaire et de la norme dans une telle base y sont
trés simples :



Proposition 7 Soit (ey,...,e,) une base orthonormale de E. Soient x = x1e1 + ...+ xpe, ety =yi1e1 + ...+ ynen
deux vecteurs de E. Alors :

n
(i) Pour tout k € {1,...,n}, 1, = (x,ex), et par conséquent x = Z(x,ek)ek.
k=1

n
(ii) Le produit scalaire de x ety est (x,y) = Zxkyk.
k=1

n
(#i) La norme de x est ||z|| = Zmi
k=1

Démonstration :
n

n
Le (i) est immédiat : (z,er) = <Z ;t,-ei,ek> = in(ei,ek) =z}, car (e;,er) = 1sii=k et 0 sinon.
i=1 i=1

n n n n n
De méme, pour le (ii), on a (z,y) = <Z zi€4, Zyjej> = Z Zziyj<ei,ej) = Z TYk- Le (iii) s’en déduit. O
i=1 j=1

i=1j=1 k=1

Remarque : Soient X et Y les matrices respectives de = et y dans la base orthonormale (eq,...,e,). Alors, en
identifiant une matrice de M 1(R) & un réel, on voit que :

(z,y) = XTY

2| = XTX.

3 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Proposition 8 Soit (e1,...,e,) une famille libre de E. 1l existe une famille orthonormale (f1,..., fn) de E telle que,
pour tout k € {1,...,n}, Vect(f1,..., fr) = Vect(ey, ..., ex).

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur n.

Si (e1) est libre, i.e. si e1 # 0, on pose f1 = 1 Alors [[f1]l = 1 et Vect(f1) = Vect(er).

llexll
Soit n € N*. Supposons le théoréme vrai au rang n et considérons une famille libre (e1,...,en4+1). Par hypotheése de récurrence, on peut
orthonormaliser (e1,...,en) en (f1,..., fn). Il reste & construire fy41.

Posons gn4+1 =en+1 +a1ft +...+anfn.
Alors gn+1 # 0 sinon on aurait eny1 € Vect(f1,..., fn) = Vect(e1,...,en) donc (e1,...,ent1) serait liée. De plus, pour tout s < n
fi Lgnt1 € (fisgnt+1) =0
& (en+1, fi) +ar{fi, fr) + .+l fis fi) + o Fan(fi, fn) =0

& (en+1, fi) + o5 = 0 (car la famille (f1,..., fn) est orthonormale)

& a; = —(ent1, fi).
On pose donc gn+1 = ent1 — (€n+1, f1)f1 — . — (en+1, fn)fn et fnp1 = ”gn-HH. Alors la famille (f1,..., fn, fn+1) est orthonormale.
De plus, on a immédiatement par double inclusion Vect(f1,..., fn, fn+1) = \/geyé}f(lel, ...yeén,ent1). Clest ce qu'on voulait. O

En pratique, pour appliquer la méthode de Schmidt, on pourra soit procéder comme dans la démonstration, soit
appliquer directement les formules donnant les fj :

_ e

H= e
B _ k1 —(eryr, 1)1 — - — (ergr, fr) i
vEe{L..on=1} fin = llex+1 — (ent1, f1)f1 — - — (€rsrs J) frll

Corollaire 9
(i) Tout espace euclidien posséde une base orthonormale.

(ii) (Théoréme de la base orthonormale incompléte) Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base
orthonormale.

Démonstration :

Pour le (i) il suffit de prendre une base de E et de l'orthonormaliser. Pour le (ii) il suffit de compléter la famille en une base de E et

d’appliquer la méthode de Schmidt & partir du premier vecteur qu’on a ajouté. [J



1
Exercice 1 Pour tous P, € R[X] on pose (P,Q) = / P(z)Q(z) dx.
0

1) Montrer que 'application (.,.) : R[X] — R est un produit scalaire.
2) Appliquer la méthode de Schmidt & la famille (1, X, X?).

4 Orthogonal d’un sous-espace

Définition 5 Soit X une partie de E. L’orthogonal de X est [’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonauz a
tous les vecteurs de X. On le note X*.

Ainsi :
ye Xt evVeeX, (x,y)=0.
Proposition 10 Soit X une partie de E. Alors X+ est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :

Le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur de E, donc & tout vecteur de X. Par conséquent 0 € X .

Soient a, 3 € R et y,z € X, Alors pour tout € X, (x,ay + 2) = alz,y) + f{z,z) =0, donc ay + Bz € X+. O

Proposition 11 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
(i) F et F+ sont en somme directe.

(ii) Si F est de dimension finie, alors F' et F- sont supplémentaires.
(#ii) On a toujours F C (Fl)l, et si F' est de dimension finie, alors F = (FL)L.
Si F est de dimension finie, on dit que F'* est le supplémentaire orthogonal de F. Si E est euclidien, alors
dim F + dim F*+ = dim E.

En particulier, si F' est un hyperplan de E, alors F'* est une droite vectorielle (tout vecteur engendrant cette droite
est un vecteur normal & F').

FJ_
|
fa |
!
Démonstration :
(i) Soit € F N FL. Alors (z,z) = 0, donc ||z|| = 0, d’ott = = 0.
ii) Soit (e1,...,ep) une base orthonormale de F'. Soit x € E. Montrons par analyse-synthése qu’on peut décomposer x de maniére unique
P

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de F+.
p

Analyse : supposons qu’il existe y € F et z € F* tels que z = y + z. D’aprés la proposition 7, on a y = z:(y7 ex)er. Or, pour tout
k=1

P

ke {l,...,p}, 2 =x — y est orthogonal & e, donc (y — z,ex) =0, d’ol (y, ex) = (z,er). On a donc y = Z(:c,ek)ek et z=x —y.
k=1
—(y

Syntheése : soient y et z comme ci-dessus. Alors z =y + z et y € F, et pour tout k on a (z,ex) = (x, ex) ,er) =0donc z € Ft.

(iii) Soit x € F. Alors pour tout y € F+ on a (z,y) = 0, donc = € (FL)L.

Supposons maintenant que F' est de dimension finie. Soit x € (FJ-)J'. On vient de voir que E = F @ F1, donc il existe 1 € F et x5 € F-
tels que © = x1 4+ x2. Alors ||z2]|2 = (x2,x2) = (z,22) — (x1,22) =0 —0=0, donc 3 = 0 et donc z € F. O

5 Projection orthogonale

Définition 6 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. La projection orthogonale sur F' est la
projection sur F parallélement a F*.

Elle est bien définie car F' et F'- sont supplémentaires.



L
F- oA
z —pr() :
. pr(r)
’ |
Proposition 12 Soit (e1,...,e,) une base orthonormale de F. Soit x € E. Alors :

pr(x) = Z(m,ek>ek.

k=1
Démonstration : pp(z) = y dans la démonstration du (ii) de la proposition 11. O

En pratique, pour calculer pr(x) on pourra soit appliquer directement cette formule, soit déterminer ses coordonnées
dans une base de F' en écrivant que x — pp(z) est orthogonal & chacun des vecteurs de cette base.

Proposition 13 (Inégalité de Bessel) Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et soit pr la projection
orthogonale sur F. Alors pour tout x € E, ||pr(x)| < ||z

Démonstration : D’aprés le théoréeme de Pythagore, ||z]|2 = ||z — pr(z) + 2|2 = ||z — pr(2)||? + lpr(2)]1? > ||pr(x)]/2. O

Définition 7 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit x € E. La distance de = & F est le réel
d(z,F) = inf ||z —y||.
(0. F) = inf [}z ]

Cette borne inférieure existe car 'ensemble {||z — y|| |y € F'} est une partie de R non vide et minorée (par 0).

Proposition 14 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit pr la projection orthogonale sur F'.
Soit x € E. Alors :

(1) pr(z) est lunique vecteur yo € F tel que ||z — yol| = ing |z =yl
ye

(it) d(z, F) = ||z — pr(2)]|.
La borne inférieure de la définition précédente est donc un minimum et elle est atteinte en y = pp(x).

Démonstration :

Soit y € F. D’aprés le théoreme de Pythagore, ||z — y||2 = ||z — pr(@)||? + |lpr(z) — y||? > ||z — pr(2)||?, avec égalité si et seulement si

lpr(x) —y||2 =0, i.e. si et seulement si y = pr(z). O

Exercice 2 On reprend le produit scalaire de R[X] de I’exercice 1. Calculer le projeté orthogonal de X3 sur Ry[X]
puis la distance de X3 & Ry[X].



