Chapitre 23

SERIES

I Généralités
1 Définition

Définition 1 Soit (uy,)nen une suite réelle ou compleze. Pour tout n € N on pose
n
Sn:u0+u1+---+un:Zuk.
k=0

La série de terme général u,, est le couple formé des suites (un) et (Syp). On la note Zun
Le nombre S, est appelé somme partielle d’ordre n de la série.

On dit que la série Zun converge (ou qu’elle est convergente) si la suite (S,) converge. Sinon on dit qu’elle
diverge ou qu’elle est divergente.

—+oo
Si la série converge, la limite de la suite (S,) est appelée somme de la série Zun et est notée Z Uy -

n=0

n

—+oo
Ainsi, Z Uy, = lim Z uy, lorsque cette limite existe.
n—-+o0o
n=0 k=0
—+oo
Si la suite (uy,) n’est définie qu’a partir du rang ng, la série est notée E un, €t sa somme est notée E Uy €N cas
n=ng n=ng
de convergence. Dans la suite on supposera toujours que ng = 0.

2 Exemples
e SERIE GEOMETRIQUE

Considérons la série Z q" ou q € R.
1— qn+1
n sig#1
Sa somme partielle d’ordre n est S, = Z ¢ = 1—g¢ .
k=0 n+1 sig=1

Si |g| = 1, la suite (S,,) est divergente, donc la série Z q" diverge.

Si |g| < 1, la suite de terme général ¢"*! converge vers 0, donc la suite (S, ) converge vers . Par conséquent la

série Z q" converge et sa somme est :

—+oo

>

I—gq

n=0
e SERIE DE L’EXPONENTIELLE
Au chapitre 15 (exercice 6) on a démontré a I'aide de 'inégalité de Taylor-Lagrange que, pour tout = € R, la suite de

k n
T

n
re ’ :Z: x . . Y re re
terme général E i converge vers e”. Cela signifie exactement que la série de terme général — converge et que sa
! n!

k=0
somme est e”. On montrera en deuxieme année que cela reste vrai pour l’exponentielle complexe :

+oo on
VzeC, ) =
n!
n=0



3 Condition nécessaire de convergence

Proposition 1 Si la série g Uy, converge, alors lim wu, = 0.
—

n—-+oo
—+oo
Démonstration : Pour toutn >1onawu, =5, —Sp_1et lim S,= lim S,_1= Z un donc  lim wuw, =0. O
n——+oo n——+oo =0 n——+oo
La réciproque est fausse.
Considérons par exemple la série de terme général u, = v/n+1 —/n. Alors lim u, = lim ———— =0
n—-+oo n—-+400 VG{;iT4*\/ﬁ

n

mais S, = Z(\/k +1—Vk)=vn+1 (sommes télescopiques) donc lim S, = +oo et la série Zun diverge.

n—-+oo
k=0

1 — 1
Autre contre-exemple : la série harmonique Z — est divergente. En effet, on a vu que Z 7 Inn lorsque n tend

w1 k=1
vers +00.

Définition 2 Si la suite (u,) ne tend pas vers 0, on dit que la série Zun diverge grossiérement.

4 Propriétés
Proposition 2 On ne change pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de ses termes.

En revanche, on en modifie évidemment la somme en cas de convergence.
Démonstration :

Soient (ur) et (vy) deux suites qui ne different que pour un nombre fini de valeurs de n. Il existe donc ng € N tel que u, = vy, pour tout

n
n > ng. Alors la somme partielle d’ordre n > ng de la série Zun est Sp = up + ...+ Ung—1 + Z uy et celle de la série Z’L}n est

k=ng
n

S, =vo+...+Vng—1+ Z ug : Sp et S}, ne different que d’une constante, donc la convergence ou la divergence des suites (Sp) et (S),)
k=ng

sont équivalentes. [J

Proposition 3 Soit (u,) une suite complexe. La série E u, converge si et seulement si les séries E Reu, et

“+o0 +oo —+oo
g Im u,, convergent, et, dans ce cas, E Up = E Reu, +1 E Imu,.
n=0 n=0 n=0

Démonstration : Passer aux sommes partielles. [J

Proposition 4 Soient (u,,) et (v,) deuz suites réelles ou complexes et soient «, 3 € C. Si les séries Zun et Zvn

+oo +oo —+o0
convergent, alors la série Z(aun + Buy,) converge et Z(aun + fuy) =« Z U, + B Z Up, -
n=0 n=0 n=0

Démonstration : Passer aux sommes partielles.

5 Reste d’une série convergente
Définition 3 Soit Zun une série convergente. Le reste d’ordre n de la série est défini par :
+oo
Rn = Z Uk -
k=n-+1
Il est bien défini car la série Z uy converge, et pour tout n on a :

k>n+1

Sp+R,=5

ou S désigne la somme de la série. De plus, puisque liT S, =5,o0na:
n——+0oo

lim R, =0.

n—-+oo



1— qn+1 qn+1

Par exemple, si |g| < 1, le reste d’ordre n de la série géométrique Z q" est = .
l—q l—q l—q

6 Suites et séries

Proposition 5 La suite (u,) converge si et seulement si la série E (Un+1 — up) converge.

L’étude de la convergence d’une suite peut donc toujours se ramener a ’étude de la convergence d’une série.

n
Démonstration : La somme partielle de la série est Sy, = Z(uk+1 — Ug) = Un4+1 — up (somme télescopique). O
k=0

II Séries a termes positifs

1 Condition nécessaire et suffisante de convergence

Proposition 6 Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

Démonstration :
La suite (S ) des sommes partielles est croissante puisque, pour tout n, Sn4+1 —Sn = un+1 > 0. Par conséquent, si (Sp) est majorée, alors

elle converge, et sinon elle diverge vers +oo. [

+oo
Si la série a termes positifs E uy, diverge, alors on notera E Uy = +00.

n=0

2 Comparaison avec une intégrale

n
Proposition 7 Soit f une fonction continue, positive et monotone sur [ng, +oo[ (ng € N). Soit S,, = Z f(k).
k:’l’bo

(i) Si [ est décroissante, alors, pour tout n = ng, on a l'encadrement :

n+1 n
/ f@)dx < S, < flno) + / f(x) da.

0

(ii) Si f est croissante, alors , pour tout n > ng, on a l'encadrement :

n n+1
f(n0)+/ f(ac)dxgsng/ f(x)dx.

0

Démonstration : (4 savoir refaire)

Jf-----

k—1 k+1 -1 c k1

Supposons f décroissante.
k+1 k+1

f(@)do < / F(k) da = F(k).

Pour tout k > ng et pour tout z € [k, k + 1] on a donc f(z) < f(k). Par conséquent, /
k

k
n+1

n k+1 n
Pour tout n > ng, on a donc Z / f(z)dzx < Z f(k), soit /
k n

k=ng k=ng 0

f(z)dx < Sp.
k k+1
De méme, pour tout k > ng + 1 et pour tout = € [k — 1,k] on a f(z) > f(k). Par conséquent, / fz)dz > / f(k)dz = f(k).
k—1 k

n k n n
Pour tout n > ng, on a donc Z / f(z)dx > Z f(k), soit / f(z)dx > Sp — f(no).
k—1 no

k=ng+1 k=ng+1

Pour une fonction croissante, le raisonnement est analogue en changeant le sens des inégalités. [J

1 1
Exercice 1 Déterminer un équivalent lorsque n — +oode 14++v2+... ++/npuisde 1 + — + ... +

V2 Vi



Corollaire 8 Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur [ng,+oo[. La série Z f(n) converge si et

n>ngo

n
seulement si la suite de terme général / f(z)dz admet une limite finie quand n — +oco.
no

Démonstration :

On reprend les notations de la proposition précédente.

Si la série converge, alors la suite (Sp) est majorée et, d’aprés la proposition précédente, la suite de terme général /n f(x)dx aussi. Or
cette suite est croissante puisque f est positive. Elle est donc convergente. "

Réciproquement, si la suite de terme général ! f(x) dx converge, alors elle est majorée et, d’apres la proposition précédente, la suite (Sy)
aussi. Ainsi, d’apres la proposition 6, la série ggnverge. O

Corollaire 9 (Série de Riemann) Soit o un réel. La série g — converge si et seulement si o > 1.
n
n>1

Attention : ici a est une constante.
Démonstration :

" dx
Sia <0, la série diverge grossierement. Si o > 0, la série converge si et seulement si / — aune limite finie quand n tend vers +oo.
1

™ dx " dx gt gl 1
Siazl,/ —:lnn—>+oo.Sia7$1,/ — = = qui tend vers sia>1etvers +o0si0<a< 1.
1T x 1 x —a+1], —a+1 1—«

Par conséquent, la série converge si et seulement si a > 1. OJ

3 Théoréemes de comparaison

Proposition 10 Soient (u,) et (v,) deuz suites de réels positifs telles que u, < v, pour tout n € N.

—+o00 —+o0
(i) Si la série E vy, converge, alors la série E Uy AUSSE, €t g Up < E Un -
n=0 n=0

(i) Si la série E uy, diverge, alors la série E Up, GUSSI.

Démonstration :

Notons Sy, et S], les sommes partielles d’ordre n des deux séries. Pour tout n, on a donc 0 < Sy, < S),. Par conséquent, si (S},) converge,

alors elle est majorée, donc (Sy) également, et donc elle converge aussi. De plus, on a alors lim S, < lim SJ,.
n—-+oo n——+oo

En revanche, si (Sy,) diverge (nécessairement vers +oo) alors (S),) aussi. O

Corollaire 11 Soient (u,) et (v,) deuz suites de réels positifs telles que u, < v, & partir d’un certain rang.
(i) Si la série ZU" converge, alors la série Zun aussi.
(ii) Si la série Zun diverge, alors la série Zvn aussi.

En revanche, en cas de convergence, on ne peut plus comparer les sommes des deux séries.

Démonstration :

Soit np un rang a partir duquel on a un < vp. Pour tout m > ng on a donc Sy — Spy—1 < S; - S;lo_l et on conclut comme dans la

démonstration précédente. [J

Proposition 12 Soient (u,) et (v,) deuz suites de réels positifs telles que u, = O(v,) au voisinage de +00.
(i) Si la série ZU" converge, alors la série Zun ausst.
(ii) Si la série Zun diverge, alors la série Zvn aussi.

Démonstration :

Si un, = O(vy) alors il existe M > 0 et ng € N tel que up < M, pour tout n > ng. La proposition précédente permet de conclure. O

Proposition 13 Soient (u,) et (v,) deuzx suites de réels strictement positifs telles que u, ~ v, au voisinage de +0co.

Alors les séries E U, et E v, sont de méme nature.



Démonstration :
. Un, . . . . 1 Un,
Ona lim — =1, donc il existe un rang a partir duquel — < — <
n—+00 vy, 2 Un

g R Un, wn < 3un

. Le corollaire 11 permet de conclure. [

o
|
N

Remarque : En fait 'hypothese u,, > 0 de la proposition précédente est inutile. En effet, si (v,) est & termes
strictement positifs et que wu,, ~ v, alors (u,,) est également a termes strictement positifs a partir d’un certain rang.

Pour étudier la nature d’une série a termes positifs, on pourra chercher un équivalent simple de son terme général et
la comparer avec une série connue (série géométrique ou série de Riemann). En particulier, on pourra utiliser la regle

dite n%u,, : si (u,) est & termes positifs et qu’il existe a > 1 tel que lirf nu,, existe et est finie, alors la série Z U,
n—-+0oo

1 . L 1
converge (en effet, on a dans ce cas Up = O <a> et on sait que la série E — converge lorsque o > 1).
n
n>1

Exercice 2 Etudier la nature des séries suivantes :

1 1 1 1 1 :
Z%; Z’rﬂlnn; %; 2%7 gnlnn; g 2 ) Z(\“"/n?’—}—n—i-l—\/n?—i-?).
nz

n>2 nz=2 n>1 n=1 n=2 2 nln®n

4 Regle de d’Alembert

" . . . . .. . y Un+1
Proposition 14 Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose que la suite de terme général nt
Un
converge vers £ € R..
(i) Si ¢ <1, alors la série E U, converge.
(i) Si € > 1, alors la série g uy, diverge.
Si ¢ =1, on ne peut pas conclure.
Démonstration :
u
Supposons que £ < 1. Soit g € ¢, 1[. Alors il existe un rang ng a partir duquel on a dntl <q.
Un
n—1 u ng—1 w n—1 w no—1 u n—1 w w
Pour tout n > ng, on a donc H LA H ZhtL o H Zhtl o H LA q" ™. Or H 2 2 e ] (produit télescopique),
U Uk U U Uk U
k=0 k=0 k=ng k=0 k=0
ng—1 u
donc un, < Cq™ ou C = ugqg™ "0 H Zh+1 st une constante. Or g < 1, donc la série de terme général Cq™ converge (série géométrique),

k=0 Uk

et donc la série E Up aussi.

Un+1

Supposons maintenant £ > 1. Soit ¢ € ]1,£[. Alors il existe un rang no & partir duquel on a >q.
Un
n—lu noflu noflu
Pour tout n > ng, on a donc H —kt1 > H 2R o q" ™0 soit uy = Cq™ ou C = ugqg™ "0 H 2R Oor q > 1, donc la série de terme
k=0 Uk k=0 Uk oo Uk

général Cq™ diverge, et donc la série Zun aussi. O

La régle de d’Alembert est tres pratique pour étudier la nature d’une série dont le terme général est un produit ou un
quotient.

nl
Exercice 3 Déterminer la nature de la série de terme général —.

n

5 Séries absolument convergentes

Définition 4 Soit (up)nen une suite réelle ou compleze. On dit que la série Zun converge absolument, ou

qu’elle est absolument convergente, ou encore que la suite (u,) est sommable, si la série g |un| converge.

Dans ce cas, la somme de la série est aussi appelée somme de la suite sommable (u,).

—+oo +oo
Proposition 15 Si Zun converge absolument, alors elle converge, et Z Up | < Z [t ]
n=0 n=0

Démonstration :

Supposons d’abord que (uy) est & valeurs réelles.



n n n
Soit n € N. Posons S, = Z ug, S = Z max(0,ug) (c’est la somme des termes positifs de la suite), S, = Z min(0, ug) (c’est la
k=0 k=0 k=0
n
somme des termes négatifs de la suite) et Ty, = Z |ug|. On a alors Sy, = St 4+ Sy et Th =St — Sy
k=0

Pour tout n on a S;7 < Ty. Or la suite (Tn) converge, donc elle est majorée, et donc la suite (Sj{) est également majorée. Comme elle est
croissante, elle converge. Puisque T}, = S;} — Sy, la suite (Spn ) converge également et, puisque S, = S+ Sy, la suite (Sn) aussi.

Supposons maintenant que (ur ) est & valeurs complexes. La série E uy converge si et seulement si les séries (réelles) E Reuy, et E Im up

convergent. Or pour tout n on a |Reun| < |un| et [Imun| < |un|, donc ces deux séries convergent absolument, et donc, d’aprés ce qui
précede, elles convergent.

+oo +o0 p P
L’inégalité triangulaire Z Un| < Z |un| s’obtient en passant & la limite dans I'inégalité Z Un| < Z lun|. O
n=0 n=0 n=0 n=0

La réciproque est fausse. Par exemple, la série de terme général converge (cf exercice) mais elle ne converge

="
1 n
pas absolument puisque la série de terme général — diverge. Une série qui converge mais qui ne converge pas absolument
est dite semi-convergente. "

Proposition 16 Soient (u,) une suite complexe et (v,,) une suite de réels positifs telles que u, = O(v,) au voisinage
de +00. Si la série Zvn converge, alors la série Zun converge absolument.

Démonstration : Conséquence immédiate de la proposition 12. O

6 Critere spécial des séries alternées

Proposition 17 Soit (u,) une suite réelle telle que (—1)™u,, est de signe constant. Si la suite de terme général |uy|
est décroissante et tend vers 0, alors la série Zun converge.

—1)n

n

Par exemple, la série g vérifie ce critere, donc elle converge (alors qu’elle ne converge pas absolument).
n>1
Démonstration :

Supposons que les termes de rang pair de la suite (un) sont positifs et que ceux de rang impair sont négatifs. Notons S, la somme partielle
d’ordre p de la série. On va montrer que les suites (S2p) et (S2p41) sont adjacentes.

Pour tout p € N, Sapyo — Sop = ugpy2 + u2p+1 < 0 car I'inégalité |ugpya| < |uzpt1] donne uzpio < —u2zpt1. La suite (Sap) est donc
décroissante. De méme, pour tout p € N, Sop13 — Sopt1 = uzp4+3 + uzpt+2 = 0 car I'inégalité |ugp43| < |ugps2| donne —uopy3 < ugpio.
La suite (S2p+1) est donc croissante. Enfin, Sapi1 — S2p = u2p+1 — 0 quand p — +oo.

Les suites (Sap) et (S2p+1) sont donc adjacentes. Par conséquent, elles convergent vers la méme limite, et la suite (Sp) aussi. O

IIT Développement décimal d’un réel

Proposition 18 Pour tout réel x il existe une suite (dn)n>1 d’entiers compris entre 0 et 9 telle que :

d,, est la n® décimale de x, et l’écriture ci-dessus est un développement décimal de z. Six n’est pas un décimal,
ce développement est unique. Si x est un décimal, il a deur développements décimauz distincts.

Par exemple, v/2 = 1,41421356237309... = 1 + % + 1(1)2 + 1;33 + 1%)4 + ... (développement unique) alors que
2,3 =2,3000... et 2,3 =2,2999... a deux développements décimaux (le premier est dit propre, le second impropre).
Démonstration :

Pour tout n € N, on pose p, = |10™z] et pour tout n > 1, on pose dn = pn — 10pp—1 (voir aussi la proposition 5 du chapitre 7).

Onal0®z—1<p, <10z et 10" 1z —1 < pp_1 < 10" 1z donc —10"z < —10p,,_1 < —10™z + 10, et donc —1 < pn — 10pp_1 < 10,
d’ott dp, € {0,.“,9}.

dn "
La série converge puisque — < 10 — our tout n. Montrons que sa somme vaut x — |x].
Z o ge puisque T < (1 0) p a lz]

n>1
X d Nop Pn—1 PN PN
. * n. no_ n— _ _ _ N.,. _ N _
Soit N € N*. Alors E: Ton = E (—10” Onil) =oN “Po= 10N —|z]. Or 10"z — 1 < py < 10V z, donc Nlﬁmﬂoo 1oN = @ par le
+o0 d
théoréme des gendarmes. On a donc bien E = —z— |z
8 n=1 10” L J



o0 d/

n s s Yt itA s . ’ s . U N* —
Etudions maintenant ’unicité de la suite (d,) : supposons qu’il existe une autre suite (d},) € {0,...,9}" telle que Z on = nz::l o
En multipliant les deux membres de cette égalité par 10, on obtient d; + Z dn+1 =dj + Jrzo:o d;ﬂrl
T won
“+o0 —+o0 d 1
Or les dy,+1 sont compris entre 0 et 9 et Z —— =1, donc la somme Z n+ est nulle si les d,, 41 sont tous nuls, vaut 1 si les d,, 1 sont

n=1
tous égaux a 9 et est comprise strlctement entre 0 et 1 sinon. Méme chose pour I'autre somme.

On a donc trois possibilités : soit di = d| +1 et, pour tout n > 2, d, =0 et dj, =9, soit d1 +1 = d} et, pour tout n > 2, d, =9 et dj, =
soit dy = df.
En itérant le procédé, on conclut que :
— soit d, = d}, pour tout n,
ng, dn =0 et d, =9,
ng, dn =9 et d, = 0.

— soit il existe un rang ng tel que dny, = d’ + 1, et, pour tout n

VoWV

— soit il existe un rang ng tel que dpy +1 = d’

"o et, pour tout n

Les deux derniers cas correspondent aux nombres décimaux. [J

Proposition 19 Un réel x est rationnel si et seulement si son développement décimal propre est périodique a partir
d’un certain rang.

1 1 1
Par exemple, 3= 0,3333.. ., 5= 0,16666 . . ., 7= 0,142857142857 ... On se convaincra de la périodicité de ces
développements en effectuant les divisions euclidiennes qui permettent de calculer les décimales.
748
Réciproquement, si x = 0,748748 ... par exemple, alors 1000x = 748,748 ..., donc 1000z — 748 = x, d’ou = = 999"

On admet le résultat dans le cas général.



