Fiche d’exercices :

Exercice 1 Parmi les applications suivantes, déterminer lesquelles définissent un produit
scalaire sur Ro[X].

L op1:(P,Q) = P(0)Q(0)

2. ¢2: (P,Q) = P(0)P(1) + Q(0)Q(1)

3.3 (P,Q) = P(0)Q(0) + P(Q(1) + P(2)Q(2)

4. a2 (P,Q) = P(0)Q(0) + P'(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0)

1
Exercice 2 Montrer que lapplication ¢ : (f,g) — f(0)g(0) + / f'(t)g'(t) dt définit un
0

produit scalaire sur C*([0, 1]).

Exercice 3 Montrer que : +a,)% <n(z?+...+22). Dans

quel cas y a-t-il égalité ?

V(z1,...,2n) ER", (x1+...

n
1)v/2 1
Exercice 4 Montrer que, pour tout n € N*, Z kVE < M

= 2V/3

Exercice 5 Soient z,y, z € R tels que 2% 4 3? + 22 < 1. Montrer que (z + 2y + 32)? < 14.

Exercice 6 Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] & valeurs réelles. Montrer

que ( / ") dt>2

Exercice 7 Soient zo, 1, ...

b
<(b—a) / f2(t) dt. Dans quel cas y a-t-il égalité ?

, Tn, des réels deux a deux distincts.

1) Montrer que lapplication ¢ : R, [X] x R,[X] — R définie par (P, Q) = P(z:)Q(x;)

i=0
est un produit scalaire.

X —
2) Pour tout j € {0,...,n} on pose L; = H 27 %% Montrer que la famille (Lo, ..., Ly)
Tj — Tk

k#3j
est une base orthonormale de R,,[X] pour le produit scalaire précédent.

L/”
2 J_ .

, X™) est orthonormale pour ce produit scalaire.

Exercice 8 Pour tous P,Q € R[X] on pose (P, Q) = P(e™)Q(e")dt.

1) Montrer que (.,
2) Montrer que la famille (1, X, ...

.) est un produit scalaire sur R[X].

Exercice 9 Dans R® muni de sa structure euclidienne canonique, appliquer la méthode
de Schmidt & la famille ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)).

Exercice 10 Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, on pose F' = Vect(u, v)
onu=(1,1,1,1) et v =(1,2,3,4).

1) Déterminer une base orthonormale de F'.

2) Déterminer une base de F*.

3) Calculer la distance de w = (1,0,0,0) & F

Produit scalaire

1

Exercice 11 Pour tous (P, Q) € R[X] on pose (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
-1

1) Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].
2) Calculer (X™, X™) pour tous m, n € N.

)
)
3) Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt & la famille (1, X, X?).
4) Déterminer I'image de X?® par la projection orthogonale sur Ro[X].

)

5) Calculer la distance de X? & Ro[X].

Exercice 12
1) Montrer que I'application {.,.) : My, (R) x M, (R) — R définie par (A, B) = Tr(*AB)
est un produit scalaire.

2) Montrer que la base canonique de M, (R) est orthonormale pour ce produit scalaire.

3) Montrer que : VA € M, (R), (Tr A)® < n Tr(*AA).
n Z az ;.
1<0,3<n

4) Montrer que : VA = Z ai; <
5) Déterminer I'orthogonal de D, (R), I’ensemble des matrices diagonales de M, (R).

(ai,j)i<ii<n € Man(R)
1<i,j<n

6) Déterminer lorthogonal de Sy (R), ’ensemble des matrices symétriques de My (R).

7) Soit ||.|| la norme associée & {.,.). Montrer que : V (A4, B) € M,(R)?, |AB] < ||Al|||B]l.

Exercice 13 Soient F un espace euclidien et F, G deux sous-espaces de . Montrer que :

=Frt+G*.

/f

FCG=G cF'; (F+G)"=F"nG*; (FNG)"*

Exercice 14 On munit C([0,
Déterminer I'orthogonal de {f | f(0) = 0} et celui de C'([0, 1], R).

1],R) du produit scalaire défini par (f, g)

Exercice 15 Calculer inf
(z,y)ER2

/ (zsint +ycost — t)? dt.

0

Exercice 16 Dans R® muni de son produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans
la base canonique de la projection orthogonale sur le plan d’équation z +y + z = 0.
Exercice 17 Soit (E, (.,

.)) un espace préhilbertien réel. Soit (e1,...,e,) une famille de

Z(az, e;)°. Montrer que (eq, ...,

i=1

vecteurs unitaires tels que : Va € E, ||z||* = en) est une

base orthonormale de E.

Exercice 18 Soit E un espace euclidien et soit f € L(E) tel que (f(x),y) = (z, f(y))
pour tous z,y € E.

1) Montrer que la matrice de f dans une base orthonormale de F est symétrique.
2) Montrer que (Ker f)* = Im f et que (Im f)* = Ker f.



