Correction du DNS 1

EXERCICE 2
On a:
r + y - z =1
x + 2y + 3z = 2 L2 — L2 — L1
2x =+ 3y + az = 3 L3 < L3 — 2L1
r + vy - z = 1
& Yy o+ 4z =1
Yy + (a+2)2’ = 1 L3+ L3— Lo
r + vy - z = 1
& y + (a+2)z =1
(a—2)z = 0
Si a = 2 le systéeme devient :
r +y — z =1
y + 4z = 1
N T =52
y=1-—4z

donc les solutions sont les triplets de la forme (52,1 — 4z, z) avec z € R. Noter que l'ensemble des solutions est une
droite de R3.

Sia # 2 le systeme devient :

r + vy = 1

Y = 1

z = 0
z=0
& y=1
z=0

donc le systéme a pour unique solution le triplet (0, 1,0).

EXERCICE 2
1) On a:

22 =(2v3-2)2+2i(2V3-2)(2V3+2)+ (2v3+2)2 =12 - 8V3+4+2i(12 — 4) — (12 + 8V3 +4) = —16+/3 + 16i.

Pour mettre 22 sous forme exponentielle on peut calculer son module et un de ses arguments, ou remarquer que :

.57
22 = —16V3 + 16i = 32 (_\é?: + ;) =32 (cos %T + 7sin 5(?) =32¢"6 .

.57 Y .5
2) Les racines carrées de 32¢" 6 sont /32e"12 et —4/32e'12. Comme la partie réelle de z est positive, on a donc
5 57
2 =1/32e'12 = 4V/2¢"12.

3) On a ainsi

5 5
12 (cos”ﬂsin”) = 2V3-2+i(2V3+2).

12 12
En identifiant parties réelles et imaginaires on en déduit que
L 2v3-2  V6-2 ot s 2T 2v3+2  V6+V2
- = — m— = = .
12 44/2 4 12 44/2 4
EXERCICE 3

1) a) Il suffit de développer :

P(x) = i(aix +b;)% = i(a?ajz + 2a;b;w + b3) = <2": a?) 2 42 (i aibi> T+ (i: bf) .
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1



C’est bien un polynéme du second degré (au plus) dont le discriminant est

b) Pour tout x € R, P(z) est une somme de carrés donc P(x) > 0.

Si P avait deux racines réelles distinctes, alors il prendrait des valeurs strictement négatives et des valeurs strictement
positives, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent il a au plus une racine réelle (ou il est nul). On en déduit que son

discriminant est négatif ou nul.
n 2 n n
(Sen) - (3et) (02) <o
i=1 i=1 i=1

qui donne immédiatement I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(£0) «(5) (89).

2) a) En prenant b; = 1 pour tout ¢ € {1,...,n} on obtient

(5) <) (2

n 2 n
(Z ai> < nZaf.
i=1

i=1

c¢) D’apres ce qui précede on a

soit

b) En prenant a; = i et b; = v/i pour tout i € {1,...,n} on obtient

() <(59) (&)

2
"\ - nn+1)2n+ 1) n(n+1)
(St) e

soit

et donc

7

.~ _nn+1)v2n+1
;\fzg e :

soit

qu’on peut écrire



