Correction du DNS 6

EXERCICE 1
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2) a) Pour tout z € C :
cos(—z) % = cos(z) et sin(—z) = % = —sin(z).
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b) Soient a,b € C. Alors :
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= cos(a + b).
¢) Soit z € C. En prenant a = z et b = —z dans I’égalité précédente on obtient :

cos(z — z) = cos(z) cos(—z) — sin(z) sin(—z) = cos(z) cos(z) + sin(z) sin(z) = cos?(z) + sin?(z)

donc cos?(z) + sin?(z) = cos(0) = 1.
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donc la partie réelle de cos(z) est cosx — et sa partie imaginaire est —sinz 5

b) On pose & nouveau z = x + iy oll « et y sont des réels. D’apres ce qui précede :
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L’ensemble des images des complexes z tel que cos(z) est réel est donc la réunion de laxe des réels et des droites
verticales d’équations x = km avec k € Z.

EXERCICE 2
1) a) Une équation de T, est y = e%(x — a) + e®.

b) Une équation de T} est y = 3 (z — b) + Inb.

c¢) T, et T} sont confondues si et seulement si pour tout z € R on a e*(z — a) + e¢* = 1(z — b) + Inb, soit
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2) a) Par les théorémes généraux, f est dérivable sur I et, pour tout = € I, f'(z) = We“ > 0. La fonction f est
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donc strictement croissante sur I. On a lim f(z) = lim ———e% = 4o0.
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b) La fonction f est continue et strictement croissante sur I, donc elle définit une bijection de I dans f(I) =
[—1, +oo[. L’équation f(z) = 1 a donc une unique solution sur I.
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L’ensemble des solutions de I’équation f(x) =1 sur R\ {—1} est donc {a, —a}.
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3) a) D’apres 1)c), les droites Ty, et T}, sont confondues si et seulement si b g-a lesiet seulement si b— oo
a=-a 4 . [
ou { b— e d’apres la question précédente.

Les courbes C et C' ont donc deux tangentes communes : les droites T, et T_,,.
b) La droite T,, rencontre C en A(c,e®) et C" en A'(e™, —a) (car To, =T, _..).
La droite T_,, rencontre C en B(—a,e~%) et C’ en B'(e*, ) (car T_o = Tha).

Les points A et B’ sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x et les points A’ et B aussi, donc les
droites T, = (AA") et T_,, = (BB’) également.



