Devoir n°12 (non surveillé)

EXERCICE 1 - Suites homographiques
axr +b
cx+d

d
1) Soient a, b, ¢, d quatre réels, avec ¢ non nul. Soit f la fonction définie sur R\ {—} par f(z) =
c

a) Etudier les variations de f. On discutera selon le signe de ad—bc. On précisera les limites aux bornes de I’ensemble
de définition.

b) Montrer que f admet au plus deux points fixes (un point fixe de f est un réel = tel que f(z) = x).

2) On étudie la suite (u,)neny de premier terme ug = 1 et vérifiant la relation u,11 = f(uy,), ot f est définie par

z+6
@) =25,

a) Montrer que Uintervalle [1, +oo[ est stable par f, c’est-a-dire que f([1,+o0[) C [1,40o0[. En déduire que u, €
[1,4+o00[ pour tout n € N.

b) Montrer que f a deux points fixes z;1 et xo que 'on déterminera (on prendra x; < xs).

Up — T

¢) Montrer que la suite (vy,)pen définie par v, = ! pour tout n € N est une suite géométrique.

n — L2
d) En déduire l'expression de u,, en fonction de n et déterminer lirf Up,-
n—-+0oo
o . R P 3x — 2
3) On étudie la suite (uy,)nen telle que ug = 2 et, pour tout n € N, w11 = f(uy), ot f est définie par f(z) = 5 T
T —

Montrer que Pintervalle [1,2] est stable par f. En déduire que w, € [1,2] pour tout n € N.

a)
b) Montrer que f a un unique point fixe .
¢) Déterminer ’expression de u, en fonction de n. Pour cela, on pourra introduire la suite de terme général

v, = ——, et montrer que cette suite est arithmétique.
Un — To

EXERCICE 2

INE)

A tout entier naturel n on associe Iintégrale I,, = / tan™ t dt.
0

1) Calculer Iy et I;.

2) Etudier la monotonie de la suite (I,) et en déduire qu’elle est convergente. On notera L sa limite.

n

1
3) a) A Paide d’un changement de variable, montrer que I, = / Y _da.

0o 1+a2

b) En déduire un encadrement de I, (on commencera par encadrer 1 + z? lorsque = € [0,1]) puis déterminer la
valeur de L.

1
4) a) Montrer que, pour tout n € N, I}, + I, 40 = ——.
n+1
b) En déduire les valeurs de I et Is.
N 1 2 (1 ant?
5) a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que I,, = 2+ 1) + 1 /0 L+ 22)° dx.
1 xn+2
b) En procédant comme en 3)b), montrer que lim ————dr =0.

n—too fo (14 22)2
¢) En déduire la limite de nl,, lorsque n tend vers +oo.
6) Pour tout n € N on pose S, = i (1" .
P 2k +1
a) Montrer que S,, = Iy + (—1)" 2, 12. Indication : utiliser 4)a).

b) En déduire lim S,.
n—-+oo



