Correction du DNS 12

EXERCICE 1
1) a) La fonction f est dérivable sur R\ {—d/c} et, pour tout z # —d/c on a
/oy ad—bc
f (l‘) - (Cl‘-l—d)z.

Si ad — be = 0, la fonction est constante égale a b/d.

Si ad — be > 0, la fonction est strictement croissante sur | — 0o, —d/c[ et sur | — d/c, +oo[. En —d/c elle tend vers +oco
a gauche et —oo a droite.

Si ad — be < 0, la fonction est strictement décroissante sur | — oo, —d/c| et sur | — d/c, +oo[. En —d/c elle tend vers
—o0 a gauche et +oo a droite.

_ar+b  z(a+b/r) a+b/z
Enfin f{z) = cx+d z(c+d/z) c+d/x

b) Soit z # —d/c. On a :

tend vers a/c en 400 et en —oc.

b
f(x):a:(:)ax_—::dzx@am—l-b:caf+dm@cx2+(d—a)x—b:0.
cx

C’est une équation du second degré : elle a au plus deux solutions réelles. Ainsi f admet au plus deux points fixes.

2) a) D’apres 1’étude menée en 1)a) la fonction f est strictement décroissante sur | — 2, +o00[ et elle tend vers 1 en +oo.
Par conséquent f([1,+oo[) C [1,+o0].

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, € [1,4o00].
C’est vrai pour n = 0 car ug = 1.

Soit n € N. Supposons que u,, € [1,4o00[. Alors u,, # —2, donc on peut calculer u,11, et f([1,+o0[) C [1,4+o0[ donc
Up+41 € [1,+OO[

Le théoreme de récurrence permet de conclure.

b) On a :
f(x):$®I2+z76:0®(z:20ux:73),

La fonction f a donc deux points fixes : —3 et 2.

c¢) Soit n € N. On a :

i1 +3 _ W T3 wn +643u, 46 dug 12  ua+3

n = = 3 = = = - = —4uv,
T T 2 Bt 9T w16 2u, 4 g2 w2
La suite (v,,) est donc géométrique de raison —4.
d) On en déduit que v, = vo(—4)" = (—4)"! pour tout n € N. Or :
Up + 3 2u, + 3 2(—4)"+ 4+ 3
Uy = p— S UpVy — 20, = Up + 3 S up(v, — 1) =20, +3 S u, = a— @un:m,

et donc A 4)n+1
2+3 - n—+o00
n=—t 5 2.
Un =TT (A

3) a) D’apres ’étude menée en 1)a) la fonction f est strictement croissante sur ]1/2, +oo[. Par conséquent f([1,2]) =
[F(), f(2)] = [1,4/3] € [1,2].

En raisonnant comme en 2)a) on en déduit que la suite (u,) est & valeurs dans [1,2] (elle est donc bien définie car w,,
n’est jamais égal & 1/2).

b) On a :
f@)=2ze22? —4r+2=0c2>-22+1=0 (z—- 1)’ =02 =1

La fonction f a donc un seul point fixe : 1.

c) Soit n e N. On a :

1 1 2u, — 1 _ 2wl 2,241, 1
Unpr =1 392=2 1 Bup —2-2up+1  u,—1 up—1 7wy —

Unt1 = 1:2+vn




donc la suite (vy,) est arithmétique de raison 2.

On en déduit que v,, = vg + 2n = 1 + 2n pour tout n € N. Or :
1 1 1 2 2
Uy = SUu,—1=—u,=—+1su,=—++1= nt .
Uy — Up, Up, 2n+1 2n +1
EXERCICE 2
1) On a
B m
I():/ 1dI:7
0 4
et i .
4 1 s k3 2 1 In2
11:/ tanxdm:/ el dz = [—1In(cos )] = —1 £:771112+1112:n—.
0 o COST 2 2 2

2) Pour tout n € N :
T . I T . I
Iy — I, = / tan" ™z dw — / tan” x dx = / (tan"™ z — tan" ) dox = / tan” z(tanx — 1) d.
0 0 0 0

Or pour tout x € {O, } on a0 < tanz < 1, donc tan™ z(tanxz — 1) < 0. Par conséquent I, 11 — I, < 0 : la suite (I,)

n

est décroissante.
De plus on a I,, > 0 pour tout n donc la suite (I,,) est minorée par 0. Elle est donc convergente.
dx 1
3) a) On pose z = tant. Alors ¢ = Arctanz donc dt = ——, et donc [, = — dx.
z o 1+
n

z" x
- < T2 < 2", et donc

b) Pour tout z € [0,1], on a 1 < 1+ 2? < 2, donc

1 1 1 1
7/ z"dr < / 72d:1: < / z"dzx.
2 0 0 1 +x 0

1 l‘"+1 1
Or / 2"dx = = , donc on obtient I’encadrement
0 n+1l], n+1l
I
2(n+1) n+1
. 1 Lo :
Or lim = 0, donc par le théoreme des gendarmes lim I, =0.
n—+ocon 4+ 1 n—+oo
4) a) Soit n € N. On a
1 n 1 n+2 1 n n+2 1 n 2 1 n+1
x x "+ 2™ (1 4 x%) / x
In In = 703 7d = 7d — d — nd _
+int2 /0 1+ a2 9U—i—/o 1+22 % /0 1+ a2 /0 1+22 ° 0(1? * n+1
1 In2
b) Onan+12:1doncfgzi—l,eth—&—lngdonclng—n—.
4 2 2 2
1
D’autre part, en passant a la limite dans 1’égalité I,, + I, 42 = Pt on obtient L+ L =0, d’'ou L = 0.
n
33”+1
= ). On obtient

) = -

2x , n
_m,ux )Z,U(x)—x7v(x)—n+l

(1+ a2

5) a) On intégre par parties (u(x)
1 artt ]! 2 [l gnt? 1 2 [l gnt?
I, = + / dr = + / dr.
n+11+22], n+1/y (1+22)? 2n+1) n+1/), (1+22)
n+2 l,n+2
b) Pour tout z € [0,1], on a 1 < (1 + 22)? < 4, donc < < 2™2, et donc
4 (14 22)2

LL’”+2 1 )
dz </ =" 2dx,
0

1 n+2 1
[y
o 4 S Jo (1422)?

b

O_n+1'




soit

1 < /1 a2 ir < 1
S T X .
dn+3) " Jo (1+2?)? n+3
1 xn+2

= 0, donc par le théoreme des gendarmes lim ————dx =0.

Or n—l>r-ir-lo<> n+3 n—+oo Jo (14 22)2

c¢) Pour tout n € Non a

I n__ 2n /1 znt? p
nl, = T,
2(n+1) n+1J, (1+22)

1
Or ngr—ir-loo ﬁ =5 et ngrfoo o = 2 donc d’apres la question précédente
1
li I, =—.
R

6) a) Pour tout k € {0,...,n} on a = D42 + Iox. Par conséquent

1
2k + 1
n k n

T S (D argo+ Top) =L+ To —Is = L+ T+ Is — ...+ (=1)"Tang2 + (—=1)"Tan = Io + (—1)"Tany2.
k=0 k=0

On peut aussi raisonner par récurrence.

. . . T
b) On a vu que ngrfoo I, = 0 donc ngg}oo 15,42 = 0 et donc nglfoo S, =1y = 1



