Correction du DNS 13

EXERCICE 1
0 2 1 4 1
1) (O) =1 donc ug = 1, (1> = 2 donc u; = 3 et <2> =6 donc uy = 5
, 3 5
Par conséquent, So =ug =1, S| =ug +u; = 5 et So = ug +up +us = 3"
n+1 n
2) Pour tout n, Sp41 — S, = Z Up — Z U = Upy1 > 0 (les termes de la somme d’indice k € {0, ...,n} s’éliminent).
k=0 k=0
La suite (S,,) est donc strictement croissante.
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3) a) Pour tout n € Non a " :ﬂet n :Ldonc
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Or, pour tout n, 4n + 2 > 2(n + 1) donc —— < 5 d’olt upy1 < -
Un,

b) Montrons par récurrence que : Vn € N u, <

27.
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Soit n € N. § <o <Ly <l
oit n € N. Supposons que Un < gpe AlO1S Unt1 S SUn < 5o < 5o

P . . 1 .
Par le théoreme de récurrence, on a donc bien u,, < o pour tout entier naturel n.

n

n
1
c¢) Soit n € N. Alors S,, = Z up < Z ok d’apres la question précédente. Or

k=0 k=0
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4) Pour tout n, S, < 2 — — < 2 donc la suite (5,,) est majorée par 2.

2TL
La suite (S,,) est croissante et majorée donc elle est convergente et lirf Sn < 2 en passant a la limite dans I'inégalité
n—-+0oo
précédente.
EXERCICE 2

1) On trouve :
ur =15 ; vy =173 ; us =162 ; vo = 1,67 ; ug~1,64 ; vy~ 1,66.

On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante, que la suite (v,) est décroissante et que v, — u, tend vers 0,
autrement dit que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.

2) a) Soit n € N. On a :

T _(un+vn)2_unvn+vi_u%+2unvn+vi_vn—un
Un41 = Upy1 = Un4+1Un 4 - 2 4 - 4 .

. 3
b) Montrons par récurrence que v2 — u2 = — pour tout n € N.

4n
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Onavo—u0—3—4—0.
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7% — u% = Tk Alors

Soit n € N. Supposons que v

2 2 _
Un+1 - un+l - 4 - 4n+1 .



La récurrence est achevée.

c¢) Par récurrence immédiate on montre que les deux suites sont & valeurs positives.

2 2 _

Pour tout n € Non a v}, —u;, = ™ > 0, donc v2 > u2 et donc v, > u, puisque u,, et v, sont positifs.

d) Soit n € N. On a

un+vn Up — Un

Unp+1 — Up = — Up = /O
2 2
donc la suite (u,,) est croissante, et
2 2
2 2 2_unvn+vn 2_Un’Un—Un_Un(un—Un)<0
Un-i—l_vn_un'i‘lvn_vn_#_vn_ 9 - 9 X

donc vZ ; < v et donc v,41 < vy, : la suite (v,,) est décroissante.

e) Soit n € N. On a

0< v —u? 3 < 3
X VUnp —Up = = X

Up +Up A (up +v,) 247

car U, + vn = 2u, = 2ug = 2. Par conséquent, d’apres le théoreme des gendarmes, v,, — u, tend vers 0.

De plus (u,) est croissante et (v,) est décroissante, donc les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. Elles convergent donc
vers la méme limite.

f) Pour tout n € N on a u,, < ¢ < v,. Il suffit de calculer les termes des deux suites jusqu’a ce que leur écart soit
inférieur & 1073, On trouve que us ~ 1,6534 et que vs =~ 1,6543 donc une valeur approchée de £ & 1073 pres est 1,654.

3) a) On raisonne par récurrence.

0 0 Sin 0 9 P

Pour n =1:p; = cos 3 donc p sin of =083 sin 3= blg car sinf = 2sin 5 C085 (formule de duplication).
in ¢ ] in6
Soit n € N*. Supposons que p,, sin on = S;L et montrons que py,41 sin —— T = —;Iil
0 0 0
(l)n apn+61 sin —— %RH , = Dn (30892 ] 2n+1 Or sin o = = 2sin —— 2n+1 2n+1 (formule de duplication) donc p;, 41 sin —— i1 =
. Sin Sin

§pn S — on 2 on 2n+1 .

0 sin 0

on T Tom

Ainsi, d’apres le théoréme de récurrence, on a bien p,, sin

pour tout n € N*.

b) Si § = 0 alors p,, = 1 pour tout n € N* et donc p,, tend vers 1. Supposons 6 # 0. On peut écrire

o 2" 0 sin £
2"Sin27=9?8in27=9 02 nime
2n
0 31
car lim — =0et lim ST
n——+oo 2N z—0 T
0

Si n est assez grand on a sin on = (0 donc

- sin @ n—too sin @

" ongin 2 6
4) a) On raisonne par récurrence.
0 T ™ 0
Pourn:OonaZchosﬁ :4cos§ =2=u1g et vocosﬁ =1=uyg.
™ 7r
Soit n € N. Supposons que v, = 4 H COS —— 3ok et u, = v, cos Ton° Alors :
k=0 ’
™ b
y _un+vn_”"cosg.2n+v"_vn( 3.2n> o T
T Ty 2 - 2 T 3aondl



1+ cos(2
en utilisant la formule cos? z = %(3:)7 donc
n+1

Vs
Unt1 = /Unt1Un = 1/ V2 cos? Fgndl = UnCOS 3oy 2n+1 =4 H cos oo

. , . 7r
On voit alors qu'on a aussi Uy,41 = V41 COS FgnHl
T T
D’apres le théoreme de récurrence on a donc bien v, =4 H CcoS — 39k et u,, = v, cOs —— 39n pour tout n € N.
k=0 ’
n : us
™ sinZ 33
b) D’apres 3)b) le produit cos —— tend vers 3 =17
) Daprés 3)b) le p [1 3.2k z o
k=1
Par conséquent
™ n—>+oo 3\[
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