Devoir n°25 (non surveillé)

Partie I - Intégrales de Wallis

Pour tout n € N on pose

1) Calculer Wy et Wj.
N /2
2) A laide d’un changement de variables bien choisi, montrer que W,, = / cos™(z) dx.
0

3) Montrer que la suite (W,,) est décroissante.

1
4) Montrer que, pour tout n € N, Wy, 1o = %Wn. On pourra écrire sin"™?(z) = sin"**(z)sin(z) et intégrer par
parties.
. (2p)! = (2°p!)°
5) En déd , tout p € N, W, = — et W. = —_
) En déduire que, pour tout p 2 = Qoph)2 3 et Wapt1 op+ 1]

Wn+ 1

6) Justifier que Wy 4o < Wy 41 < W, pour tout n € N et en déduire la limite de quand n tend vers +oo.

n

7) Montrer que, pour tout n € N, (n + 1)W,, W, 1 = g

8) Déduire de ce qui précede que W,, ~ QL quand n tend vers 4oc0.
\ 2n

9) On a vu dans un devoir précédent qu’il existe un réel C' non nul tel que n! e Cy/nn™e™ ™. En utilisant les
résultats des questions 5) et 8), déterminer la valeur de C.

Partie IT - Un calcul de I’intégrale de Gauss
z 2

On a montré en classe que la fonction = — / e~ dt admet une limite finie en 4o00. Le but de cette partie est de
0

déterminer la valeur exacte de cette limite.

Pour tout entier naturel non nul n on considere les intégrales

vn £2\" Vn 2\ 7"
1, = / <1 — > dt et Jp = / (1 + > dt.
0 n 0 n

1) a) A l'aide d'un changement de variables bien choisi, montrer que I,, = /1 Wapi1.

b) En déduire la limite de I,, lorsque n tend vers +oo.

/4
2) a) A l'aide d’un changement de variables bien choisi, montrer que J,, = v/n / cos® 2 x du.
0

w/2
b) Montrer que 0 < /

n
2
cos" xdx < <\[> pour tout n € N*,
/4

2
¢) En déduire la limite de J,, lorsque n tend vers +oc.

3) a) Montrer que In(1 4+ ) < z pour tout réel x > —1.

t2\" > 2\ "
b) Montrer que : Vn € N*,Vt € [0,/n], (1) <e P K (1+> )
n n

ND
¢) En déduire la limite de / e dt lorsque n tend vers +oo.
0



