Devoir n°27 (non surveillé)

EXERCICE 1

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie et soit f une application linéaire de E dans F'. Pour
montrer que f est bijective on peut entre autres :

(i) montrer que Ker f = {0g}, ce qui implique que f est injective et donc bijective;
(ii) montrer que f envoie une base de F sur une base de F;
(iii) deviner sa réciproque, c¢’est-a-dire trouver une application g : F' — E telle que go f =Idg et fog=1dp.

Pour chacune des applications suivantes, montrer qu’elle est linéaire puis qu’elle est bijective en utilisant a chaque fois
les trois méthodes précédentes.

1) f: R? — R? définie par f(z,y) = (y,z).

2) f: Ma(R) = Ms(R) définic par f ((‘C‘ Z)) - (ccz Z)
3) f: Ru[X] = R,[X] définie par f(P) = P(X + 1).

4) f: R — R, [X] définie par f(ag,a1,...,a,) =ap+ a1 X + ... +a, X"

EXERCICE 2 - Interpolation lagrangienne

Soient x1,...,x, des réels deux & deux distincts. On considere 1'application ¢ : R,,_1[X] — R™ définie par
o(P) = (P(x1),...,P(zn)).
On note (eq,...,e,) la base canonique de R™.

1) a) Montrer que ¢ est une application linéaire.

b) Montrer sans calculs que ¢ est un isomorphisme de R,,_1[X] dans R™.
Pour tout i € [1,n] on pose

o X*l‘k7(X7IL‘l)...(X7$i_1)(Xfl‘i+1)...(Xfl'n)
L171<kl_[<n T; — Tk o (xi—xl)...(xi—mi,l)(xi—xiﬂ)...(xi—mn)'

ki

Les polynémes L, ..., L, sont appelés polynomes de Lagrange associés & la famille (z1,...,2,).
2) a) Montrer que ¢(L;) = e; pour tout i € [1,n].
b) En déduire sans calculs que la famille (Lq,..., L,) est une base de R,,_1[X].
¢) Déterminer expression de P = ¢~ !(yy,...,y,) en fonction des polynémes L; pour tout (yi,...,y,) € R™.
Ce polynéme P est donc I'unique polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1 tel que P(xz;) = y; pour tout i € [1,n].

d) En utilisant ce qui précede, déterminer I'unique polynéme P de Ro[X] tel que P(1) =2, P(2) =5 et P(3) = —1.



