Correction du DNS 26

EXERCICE 1

e
1) La fonction ¢ — ! est continue sur [0, 1] donc l'intégrale est bien définie.
T
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2) Soient z,y € 10, +oof tels que z < y. Alors pour tout ¢ € [0,1] ona z+¢ < t, donc > et > .
) ,y €10, +0o[ tels q Y p [0,1] +t < y+ paw v i
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Ainsi, par croissance de l'intégrale, on a / dt > / dt, soit f(z) > f(y) : la fonction f est décroissante.
o T+t o Y+t
22
3) a) Pour tout t € [0,1] on a e’ < e et (x +t)(zg +t) = zw9 > ?0 donc
et 2e
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b) Soit xg € ]0, +oo[. On a lim M = 0, donc d’apres la question précédente et le théoreme des gendarmes,
Tr—x0 (L‘O

o , et donc lim f(x) = f(=zo) : la fonction f

lim |f(z) — f(xo)] = 0 (si « tend vers zp on peut considérer que z > —)
T—To 2 T—T0

est continue en zg.
Comme elle est continue en tout point de ]0, +o0], elle est continue sur |0, 4+o0].
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< < —, d’ou par croissance de l'intégrale
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4) a) Soit x > 0. Pour tout ¢t € [0,1] onax < x+t < z+1, donc
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ce qui donne < flx) < .
x x
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b) On a lim = lim = 0 donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim f(x) = 0. Le théoréme
z—+oco x + 1 r—+oo I T——+00

des gendarmes pour les équivalents donne méme

e—1
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au voisinage de +oo.

5) a) La fonction exponentielle est dérivable sur [0, 1] et la valeur absolue de sa dérivée est majorée par e sur cet
intervalle donc d’apres I'inégalité des accroissements finis on a |e! — 1| < e|t — 0], soit e — 1 < et, pour tout ¢ € [0, 1].

b) Soit > 0. On a
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d’apres ce qui précede. Or pour tout ¢ € [0,1] on a x + ¢ > ¢t donc +t§%:ed’oi1
x
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|g(m)|</ edt =e.
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La fonction g est bornée sur |0, 4o0].

¢) On voit que pour tout z > 0 on peut écrire

g(m):/o xitdt_/o %Hdt:f(x)—[ln(a:—&—t)](l):f(a:)—ln(m+1)+lna:.



Ainsi on a f(z) = g(z) +In(z + 1) —Inz ~ —Inx au voisinage de 0 puisque g est bornée et que In(z + 1) tend vers 0
alors que —Inx tend vers +oo0.
EXERCICE 2

1) Posons g(t) pour tout t # 0. Pour tout = # 0, 'intervalle [z, 2z] (ou [2z,2] si < 0) ne contient pas

B 1
~In(1+2)
0, donc la fonction g est continue sur cet intervalle comme quotient de fonctions continues, et donc 'intégrale est bien
définie. Par conséquent, la fonction f est définie sur R*.

2) Soit z € R*. On effectue le changement de variables u = —t dans f(—z) :

2t 2z —du o du
fl=z) = /, In(1 + £2) :/Z n(l+ (—w)?) ’/w n(l+u?) ~f@)

donc la fonction f est impaire.

3) a) La fonction g est continue sur | — 0o, 0[ et sur |0, +oo[, donc elle y admet des primitives. Soit G une primitive de
g sur ces deux intervalles. Alors pour tout « # 0 on peut écrire

f(x) =[G} = G(2z) - G(x),
donc G est dérivable sur R* et pour tout « # 0 :

f'(x) =2G"(22) — (=)

=2g(2z) — g(x)
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In(1 + 422) B In(1 +z2)’

b) Etudions le signe de f’(z). On a
2 1

f(@) 20 In(1 + 422) > In(1+ 22)
< 2In(1 + 2?) > In(1 4 42?)
< In((1+2%)?) > In(1 + 42?)
S (1+2%)2>1+422
sat+227+1> 1+ 42°
o gt — 222 >0
Sa?-220
& 7 > 2
S —V2ouz = V2.

La fonction f est donc strictement croissante sur | — oo, —v/2] et sur [v/2, +o0[ et strictement décroissante sur [—v/2,0[

et sur ]0,/2].
4) a) Soit > 0. Pour tout ¢ € [z, 2] on a 2% < t? < 42 donc
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In(1+422) ~ In(1+¢2) = In(l 4 22?)

donc en intégrant entre x et 2x on obtient

o <T@ < o
—— < f(r) £ ——~.
In(1 + 422) In(1+ 22)
b) Au voisinage de +oo on a
x x x

In(1 + z2) ~ In(z?) oz

et
x x T x

In(1 4 422) - In(422) “ld+2lnz  2nz

donc par le théoreme des gendarmes on a

et par les croissances comparées
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5) Posons h(t) = mite 2 pour tout ¢ # 0. La fonction h est continue sur R* et
0 o, 1

W) = —In(1+¢%) o 2 — (2 —t*/2+0(t") o t*+o(t?)
 2In(14+¢2) t21n(1 + ¢2) C2t2In(14+¢2) 2t

donc h est prolongeable par continuité en 0 en posant h(0) = 1/2.
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Soit donc H une primitive de h sur R. On a h(z) 2 3 + o(1), donc H(x) 2 g + o(x), d’out

/ - h(t)dt = H(2x) — H(z)

1
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donc finalement
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