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EXERCICE 1

1) Soient g, a2 € R et (21,91), (v2,92) € R% On a :

floa(z1, 1) + az(we,y2)) = flarzy + azxs, a1y + aoy)
= (a1y1 + agy2, 121 + p2)
= a1(y1,x1) + aa(y2, 2)
= a1 f(z1,51) + as f(z2,92)
donc f est linéaire.

(i) Déterminons le noyau de f. On a :

(x,y) €Kerf & f(x,y) = (070) < (y,m) = (O’O) A (x,y) = (070)7

donc Ker f = {(0,0)}. L’application f est donc injective et, puisque ¢’est un endomorphisme d’'un espace de dimension
finie, elle est bijective.

(i) Soit (e1,e2) la base canonique de R2. On a f(e1) = ea et f(e2) = e1. La famille (eq,e;) est une base de R? donc f
est bijective car elle envoie une base sur une base.

(iii) On a immédiatement f o f = Id donc f est bijective et f~! = f.

2) Soient a1, a0 € Ret My = ((il Zl>) , My = ((iz ZZ>) € M3(R). On a :
1 di 2 da

ara; +asaz by + agby
a1c] + ascs  aqdy + asds

floa My + aaMy) = f <<

_ [aic1 +agce aiar + Qeag
O[ldl + a2d2 O[lbl + Oé2b2

_ c1  aq n Co Q2
“Y\d b)) T \dy by
= oy f(My) + o f(My)

donc f est linéaire.

(i) Déterminons le noyau de f. Soit M = (CCL 2) On a:

MeKerf@f(<a Z)):O@(Z Z)zO@azbzczdzO@MzO,

c

donc Ker f = {0}. L’application f est donc injective et, puisque c’est un endomorphisme d’un espace de dimension
finie, elle est bijective.

(11) Soit (Ell,ElQ,E217E22) la base canonique de MQ(R) On a f(Ell) = Elg, f(Elg) = EQQ, f(EQl) = E11 et
f(Ea2) = E5;. La famille (E12, Eag, Eoa, Fa1) est une base de M2(R) donc f est bijective car elle envoie une base sur
une base.

(iii) Soit lapplication g : M3(R) — My (R) définie par g ((CCL Z)) = (2 i) Alors fog=1Id et go f =1Id donc f
est bijective et f~1 = g.
3) Soient o, B € Ret P,Q € R,[X]. On a :
flaP + BQ) = (aP + BQ)(X + 1)
=aP(X +1)+BQ(X +1)
=af(P)+Bf(Q)
donc f est linéaire.

(i) Déterminons le noyau de f. On a :
PeKerfe P X+1)=0&e (VzeR Plz+1)=0)< VzeR,P(z)=0)< P=0

donc Ker f = {0}. L’application f est donc injective et, puisque c’est un endomorphisme d’un espace de dimension
finie, elle est bijective.



(ii) La famille (1, X,...,X™) est une base de R,,[X]. Son image par f est la famille (1,X +1,...,(X 4+ 1)™) qui est
une famille échelonnée en degrés de polynomes non nuls donc elle est libre, et de cardinal n 41 égal a la dimension de
R, [X]. C’est donc aussi une base de R,,[X]. L’application f est bijective.

(iii) Soit I'application g : R,[X] — R,[X] définie par g(P) = P(X —1). Alors fog =1Id et go f = Id donc f est

bijective et f~! = g.

4) Soient «, B € R et (ag, a1, ---,an), (b, b1,...,b,) deux éléments de R"+1. Alors

flalag,ay,...,an) + B(bo, b1, ... ,bn)) = f(aag + Bbo, aar + Bby, . .., aa, + Bby,)

= (aag + Bbo) + (a1 + Bb1) X + ... + (aa, + Bb,) X
=alag+aX+...+a, X")+Bbo+0i X +...+b,X")
= Olf(ao, Alyeeny (Zn) + ﬂf(bo, bl, ey bn)

donc f est linéaire.

(i) Déterminons le noyau de f. On a :

(ag,a1,...,an) EKerf s ag+a X+...+a,X"=0a=a1=...=a, =0
car un polynome est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls. Ainsi Ker f = {0}.

L’application f est donc injective et, puisque ses espaces de départ et d’arrivée sont de méme dimension finie (n + 1),
elle est bijective.

(ii) Soit (e1,...,ent1) la base canonique de R™™. On a f(e;) = 1, f(e2) = X, ..., f(eny1) = X". La famille
I} g ey n n ij .
(1, X X™) est une base de R,,[X] donc f est bijective car elle envoie une base sur une base

(iii) Soit I’application g : R, [X] — R™*! définie par g(P) = (P(0), P'(0), P"(0)/2!,..., P (0)/n!). D’apres la formule
de Taylor pour les polynomes P(0), P'(0), P”(0)/2!,..., P (0)/n! sont les coefﬁments de P, donc fog =1Idg,x] et
go f =Idgn+1 et donc f est bijective et f~! = g.
EXERCICE 2
1) a) Soient a, f € R et P,Q € R,,_1[X]. Alors
p(aP + Q) = ((aP + BQ)(x1), ..., (P + SQ)(zn))

= (aP(z1) + BQ(z1), ..., aP(zy) + BQ(zn))

=a(P(x1),..., P(x,)) + B(Q(z1),...,Q(zy))

= ap(P) + Be(Q)

donc ¢ est linéaire.
b) Déterminons le noyau de ¢. Soit P € R,,_1[X]. Alors :
PeKerp < o(P)=0< (P(z1),...,P(z,)) =(0,...,0) & P(z1) = ... = P(z,) =0,

ce qui revient a dire que x1,...,x, sont racines de P. Mais P est de degré inférieur ou égal a n — 1, donc s’il a n
racines deux a deux distinctes, alors il est nul.

Ainsi Ker¢ = {0}, et donc ¢ est injective. De plus dimR,,_1[X] = n = dimR", donc ¢ est bijective.
2) a) Soit i € {1,...,n}. Pour tout j € {1,...,n} on a

Li(z;)=0sii#jet Li(z;) =1,
donc ¢(L;) = (0,...,1,...,0) =e;.

b) Pour tout i € {1,...,n} on a L; = ¢~ (e;) donc la famille (L1, ..., L,) est 'image par Iisomorphisme ¢~! de la
base (eq, ..., e,). C'est donc une base de R,,_1[X].

¢) I suffit d’écrire

P= go_l(ylel +. .t ynen) = ylgp_l(el) 4+ ..+ yngo_l(en) =y Li+...+y,Ly.

d) En prenant 2y =1, zo =2 et z3 =3 on a :

(X —m)(X —wg) (X -2)(X=3) 1., 5
= T —ws) — G—2)1=3) 2% X
(X—z)X —a5) X-DX=-3) > B
b e . @oDE-3) TS
(X)X -m)  (X-D(X-2) 1., 3
Ls= (x5 — 1) (x5 —22) (3—1)(3—2) PR
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D’apres la question précédente, le polynome cherché est P = 2L; 4+ 5Ly — L3 = —§X2 + ?X —10.



