Corrigé DS6

Exercice 1 : Comete dans le systéme solaire
1. On applique le principe fondamental de la dynamique a la Terre dans le référentiel héliocentrique :

2
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2. On exprime I'énergie mécanique de la comete en utilisant les données a I'instant initial et le résultat
GmM, S _ 0

apgl2 —
La trajectoire de la comeéte est parabolique ; elle finit par s’éloigner du soleil a I'infini donc elle se trouve
dans un état diffus.

delaquestion1: E= %m(z vo)% -

- Mg .
3. La comete est soumise a la force gravitationnelle du Soleil : Fg_.p = — Gnrzz $4,. On applique le

théoréme du moment cinétique par rapport au point O, dans le référentiel héliocentrique :
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Le moment cinétique de la cométe se conserve, or Lo(P) = OP A m¥ = mr201ii, donc on peut conclure

. . <1y . . 2 < s
que C = 120 = Cste. On I'exprime en se placant a I'instant initial : 7(0) = % et 0(0) = QLOO (a l'instant

initial le vecteur iy est confondu avec iig) donc .

4. On applique le principe fondamental de la dynamique : myy=-",z U
Or, d’apres les questions 1 et 3, % = % = % t GMg = ag U(Z), doncle PFD peut s’écrire sous la forme :

3 . R . .. di L.
% = —pp0ii,. On reconnait par ailleurs que —01ii, = d—[e. On écrit alors :

%:%(Uoﬁe) = %(5-V0179):6 = | 7-vyillg = Cste

On calcule I'expression de ce vecteur en se placant a I'instant initial. On a vu que le vecteur iy

s'identifie alors a 7l donc: U — volig = 2vgliy — Voliy = Volly < | U = vo(lig + iy) |

5. Le produit scalaire peut s’exprimer de deux manieres différentes. On utilise d’abord le résultat de la
question précédente : U - iig = vo(1 + g - ﬁy) = vg(1+cosb).

‘ ) : s . . ; ag v
On peut également |'exprimer de la maniére suivante : - iig = rf = % = Or 0
b0 _ - %
On conclut que = vo(l+cosh) < |r(@) = Tcosd |

6. La comete croise l'orbite terrestre lorsque r(0) = ap.
D’apres le résultat de la question précédente cela correspond a

cosf(tg) =0 = | O(tp) =m/2|. On trace ci-contre l'allure de la )/

trajectoire de la comete.

7. On a vu a la question 3 que la vitesse de la comete vérifie a
toutinstant: U = vy (iig + tiy). Or al'instant # le vecteur zig de la \
comete s’identifie a —iiy. Le vecteur vitesse de la terre a I'instant

to est Urerre = —Vpily. On conclut que :

1

|7 = rerrel| = || vo iy — fix) + voiix| = vo = 30km s~

Exercice 2 : Equilibrage et dynamique d’'une machine tournante
1. La machine est soumise a deux forces, son poids et la réaction de I'axe (Ox). On applique le TMC a

la machine a I’équilibre par rapport a I'axe (Ox):
0= Mx(P) + Mx(R)
——
=0
car le bras de levier de R est nul. A I'équilibre, le moment du poids doifetre nul. Celan’est possible que
si le bras de levier du poids est nul, c’est-a-dire si P est colinéaire a OG, autrement dit si G se trouve a

la verticale de O, au-dessus (position d’équilibre instable) ou en-dessous (position d’équilibre stable).
En pratique, la seule position réellement observée est la deuxiéme.

2. La machine est soumise a B et R.

3. D'apres le TMC : J0 = 4, (P) = —mgasin@. Dans 'approximation des petites angles, on obtient
I'équation différentielle suivante :

. 2ga
0+ FQ =0
La machine oscille autour de la verticale avec une période| T =2n 5
ga
| g AmR2 _
4,AN:|a= 2gT2 =0,1mm |

5. On applique le PED 2 la machine en mouvement : md = R+ mg§ <= R = mad—mg. Puigsue la

machine tourne a vitesse constante, le point G posséde un movement circulaire uniforme de rayon a.
. - - =

Son accélération vaut d = —aw? Uy = —w?0G.

On retrouve bien 'expression | R = — mw?0G - mg ‘

= - A NI
6. R est maximale lorsque OG est colinéaire a g et de méme sens et Rpax = m(aw?® + g). Al'inverse, R
-1 - 2
est minimale si OG est colinéaire a g et de sens opposé et Ryin = m(aw? — g). Au cours du temps, la

valeur moyenne de R sera .

7. AN: . D’apres la troisieme loi de Newton, la machine exerce sur I'axe la force —R.
Le déséquilibre de la machine entraine des efforts considérables sur I'axe et d’autant plus que cette
réaction n'est pas constante mais change a chaque instant de direction. Méme un déséquilibre tres
faible peut provoquer des dégats importants sur I’axe si la machine tourne a des vitesses de rotation
élevées. En pratique, on rééquilibre la machine avant de la mettre en rotation.

8. On utilise la formule donnée dans I'énoncé. Sile centre d’inertie du systeme {machine + balourd}
est confondu avec O alors :

mOG+m'0B=0 < mOB=-mOG

olt OB est la position du balourd. La seule possibilité consiste a placer le balourd diamétralement

P . ma
opposé au point G. Dans ce cas, onauram'R=ma <= |m' = R = 40g |




9. Pour que la machine entre en rotation, il faut que 'effort fourni par le moteur surpasse le couple

résistant : | [I'y;| > [T'r| |.

d
10. On applique le TMC a la machine : ]xd—L: =lm+lr+lp=Tp+lr-aw

Remarque : le moment du poids est désormais nul puisque la machine est équilibrée. On obtient
I'équation :

do @ =~ Tmtl,
de " Jxo T Jx
Cette équation différentielle est caractéristique d'un régime transitoire de temps caractéristique
_ I+l

==

7= | Lorsque ¢ — oo, w tend vers | weo

oY >

11. La solution générale de I'équation s’écrit : w(#) = Aexp(—1/T) + wso. Avec la CI w(0) = 0, on trouve
A=—-ws d ol

‘w(t) = Woo (1 — exp(—1/7)) ‘

La vitesse angulaire tend vers I’asymptote w = wo, de maniére exponentielle.

12. La puissance délivrée par le moteur Vaut‘ Py =T =22kKW ‘ En régime permanent, la puissance

délivrée par le moteur est entierement dissipée par les frottements : ‘ Py=—Pp=-22kW |

13. Un couple est homogéne a un moment de force, c’est-a-dire au produit d’'une distance et d'une

force. Par conséquent : | son unité Sl estle N-m ‘

Exercice 3 : Fonctionnement d'un compresseur

PO! VOr TOr no

| Pg, Vo + Vi, To, 1o h

1. Ontire le piston : Lair circule de I'enceinte A vers le réservoir. Le clapet B est fermé. On choisit
comme systeme l'air initialement contenu dans A. Dans I'état final il occupe le volume Vg + Vj;.

Etat initial : PoVp = ngRTp.

Ftat final : Pf(VO + V) = ngRTp.

Yo_p.

La pression finale vaut : Py = Vot vy L0

PeVM  vyVy P
T ) . _ _ VMmVo 0
La quantité d’air a I'intérieur du réservoir vaut ng = “RT, = Vo+Va RTy
On pousse le piston : Tout 'air du réservoir est refoulé dans I'enceinte B. Par conséquent la quantité

. . VuVo P
d’air échangée entre A et B vaut| ng = ﬁ R_;o .

Le clapet A est fermé pendant que 'on pousse le piston donc la pression dans 'enceinte A reste égale

APy -V
an. PA,I— V0+VMP0 8

Dans I'état final la quantité de matiere dans I'enceinte B vaut ng + ng. On en déduit la pression finale :

_ (ng+np)RTy _ Vm
- _PO+ V0+VM

_ Vi
PB,I Vo Py = PB,I =1+ Vot Vi Py

2. On suppose qu'on a effectué N aller-retours avec le piston. Dans A la pression vaut P4 y et la

PR PanVo . . . -
quantité d’air n4 y = R‘—To. Le volume du réservoir est nul. On reprend le raisonnement précédent :

quand on tire le piston l'air initialement dans A se détend pour occuper finalement le volume Vg + V).
La quantité de matiere et la température se conservent donc :

Vo
PANVo=PaNn+1Vo+ Vi) < | PAN+1 = iy PaN

On a affaire a une suite géométrique, de premier terme Py et de raison V0+—0VM < 1. Elle tend vers zéro

N

Py |

. Vo
et son terme général est: | P4 y = Vor Vi

Pour déterminer Pg y on note que la quantité d’air totale dans le systeme se conserve. Dans I'état

s 2Py V¢ P N
initial ng 0+ npo = R%"OO donc on peut écrire, aprés N aller-retours :

N

2Py
0V0 Po

Vo
NnAN+NBN= RT, <:PA,N+PB,N:2PO<: PB,NZZPO_(W

Les pressions limites sont‘ Ppoo=0 ‘ et‘ Pp oo =2Pg | C’estlogique : le compresseur fonctionne en

extrayant tout I'air contenu dans A pour 'injecter dans B.

3. A cause du volume nuisible il reste de I'air dans le réservoir aprés que 1'on a repoussé le piston. Or,
pour que de l'air soit extrait de A il faut que le clapet A s’ouvre donc que la pression dans le réservoir
soit plus faible que dans A.

» On ne peut plus extraire d’air de A a partir du moment ot la pression dans le réservoir reste supérieure

acelle dans A, méme en tirant le piston au maximum. Dans le cas limite on a Pgr = P4 lorsque Vi = V).

Lo NPT . . PV,
Cela signifie que la quantité d’air dans le réservoir vaut ng = I?Téw .

Le volume nuisible crée un autre probleme : la pression dans le réservoir est limitée car on ne peut
pas réduire son volume a zéro. Or, pour que I'air du réservoir soit refoulé dans B il faut que le clapet B
s’ouvre donc que la pression dans le réservoir soit supérieure a celle dans B.

¢ On ne peut plus refouler d’air dans B a partir du moment ou la pression dans le réservoir reste in-
férieure a celle dans B, méme en repoussant le piston au maximum. Dans le cas limite on a P = Pg
Py Vi,

RTy
Létat final du systeme, dans lequel plus aucun transfert d’air n’est possible, est tel que les pressions

PaVm _ PV . -
RT, — RTp Or, la conservation de la quantité

. . PsVo PpV . N
d’air nous ditque: np+ny+np=2ny9 < np+ }?TOO + }?TOO = 2np. On obtient un systeme dont la

lorsque Vg = Vy,. Cela signifie que la quantité d’air dans le réservoir vaut ng =

limites dans les deux enceintes vérifient : np =

résolution conduit a :

2% 2%
_ 2ng _ Vm _ Vi
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