
Une marche aléatoire dans C (d’après concours général 2016)

Dans tout le problème, j désigne le nombre complexe ei2π/3.

1) a) Vérifier que j3 = 1 et que 1 + j + j2 = 0. Que dire du triangle dont les sommets ont pour affixes 1, j et j2 ?

b) Montrer que la famille (1, j) est une base du R-espace vectoriel C.

c) Soient a, b, c ∈ R. Montrer que a+ bj + cj2 = 0 si et seulement si a = b = c.

2) On lance un dé à six faces bien équilibré. On note F le nombre obtenu et on pose Z = jF . Déterminer la loi de Z.

Dans la suite du problème, on considère un entier naturel n > 1 et on lance n fois le dé. On note Fk le résultat du
k-ième lancer et on pose Zk = jFk . On pose Sn = Z1 + . . . + Zn et pn = P (Sn = 0). On note Un (respectivement Vn

et Wn) la variable aléatoire égale au nombre d’entiers k ∈ J1, nK tels que Zk = 1 (respectivement Zk = j et Zk = j2).
Enfin, soit Xn le nombre de k ∈ J1, nK tels que Sk = 0.

3) Dans cette question uniquement on suppose que les résultats des premiers lancers sont 5, 3, 4, 1, 2, 3. Donner les
valeurs prises par Zn, Sn, Un, Vn, Wn et Xn pour n ∈ J1, 6K.

4) a) Que vaut Un + Vn +Wn ?

b) Montrer que Sn = Un + jVn + j2Wn et en déduire que Sn = 0 si et seulement si Un = Vn = Wn.

c) En déduire que si n n’est pas un multiple de 3, alors pn = 0.

5) On suppose qu’il existe un entier m ∈ N
∗ tel que n = 3m.

a) Reconnâıtre la loi de Un et en déduire que P (Un = m) =

(
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m

)
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.

b) Reconnâıtre la loi conditionnelle de Vn sachant Un = m et en déduire que P (Vn = m |Un = m) = 2−2m

(
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)

.

c) Montrer alors que p3m = 3−3m
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)

puis que
p3m+3

p3m
=

(3m+ 1)(3m+ 2)
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.

d) Montrer enfin que
p3m+3

p3m
>

m

m+ 1
et en déduire que p3m >

2

9m
.

6) On pose Y1 = X1 et, pour tout entier i > 2, Yi = Xi −Xi−1.

a) Justifier que, pour tout i ∈ N
∗, Yi suit la loi de Bernoulli de paramètre pi.

b) En déduire que E(Xn) = p1 + p2 + . . .+ pn.

c) Montrer que lim
n→+∞

E(Xn) = +∞. On rappelle que

n
∑

k=1

1

k
∼ lnn lorsque n tend vers +∞.


