Séries - Exercices du cours

EXERCICE 1

1) PosonsSnzl—i-\/Q—i-...—i—\/ﬁ:Z\/E.
k=1

La fonction = — /z est continue, positive et croissante sur [1, +oo[, donc d’apres la proposition 7 page 3 on a, pour
tout n € N* :

n n+1
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Or une primitive de z — /z = z'/2 sur [1, +o0[ est z gx?’/ 2. donc cet encadrement devient (apres calculs)
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Le membre de gauche et le membre de droite de cet encadrement sont tous deux équivalents a gnS/ 2 Jorsque n tend

vers 400, donc
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d’apres le théoreme des gendarmes pour les équivalents.
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La fonction z — T est continue, positive et décroissante sur [1, +oo[, donc d’apres la proposition 7 page 3 on a, pour
x
tout n € N* :
1 "1

n+1
1
—de<T, < —+ —dzx.
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Or une primitive de  — — sur [1,4+00[ est z — 2y/x, donc cet encadrement devient (apres calculs)

VT
2vVn+1-2<T, <2v/n—1.
Le membre de gauche et le membre de droite de cet encadrement sont tous deux équivalents & 2v/n lorsque n tend

vers +o00, donc
T, ~ 2v/n.

EXERCICE 2
. n . n . N
1) lim —— = 400, donc la série E —— diverge grossierement.
n—+oo Inn Inn
n>2
1 —+oo 1 ) 1 s . . s . 1 .
2) On a —; = o( — | et la série E — converge (série de Riemann avec 2 > 1), donc la série E 5 aussi
n?lnn n n n?lnn
n>1 n>2
(théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs).
1y Inn - 1 . Inn e . .
3)Ona— = o — | et la série g — diverge, donc la série E —— aussi (théoréme de comparaison pour les séries
n n n
n>1 nz=1
a termes positifs).
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4) Comparer avec — ou avec — ne permet pas de conclure ici. On va comparer avec 75 On a
n n n
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donc — = o| —= |. Or la série E —— converge, donc la série E —— aussi (théoreme de comparaison pour
n2 n3/2 n3/2 n2
n>1 n>=1

les séries a termes positifs).



5) L’idée est de comparer avec une intégrale. La fonction f : z +— est continue, positive et décroissante sur
1

nlnn

zlnz

[2, +00] donc la série Z converge. Or

n
converge si et seulement si la suite de terme général /
n=2 2
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donc la série E ——— diverge.
nlnn
n>2
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6) L’idée est également de comparer avec une intégrale. La fonction f : x s est continue, positive et décroissante

xln”zx
1 "o dr
sur [2,+oo[ donc la série Z 5— converge si et seulement si la suite de terme général / —5— converge. Or
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donc la série Z 1 converge
nln®n 8¢

n>2

7) Posons u, = v/n3 +n + 1—+/n2 + 2. L’idée est de faire un développement asymptotique pour obtenir un équivalent.
On a d’une part

3 3 3 1 1
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et, d’autre part,

donc
+oo 1 1 1 1 +oo 2 1 2
Up = |N+—+0| — —({n+—-—+4+o0| - = ———+o|— | ~—5.
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Or la série E - diverge, donc la série Zun aussi.
n>1
Noter que I’équivalent ci-dessus permet de dire que wu,, est négatif a partir d’'un certain rang, et donc d’appliquer le

théoréme sur les séries dont les termes généraux sont équivalents (théoréme qui s’applique normalement aux séries a
termes positifs, mais est valable également pour les séries & termes négatifs).



EXERCICE 3

n!
Posons u, = —. On va utiliser la regle de d’Alembert. On a, pour tout n € N* :
n
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Or In (1 + E) ~ - au voisinage de +o00, donc nEI-&I-loo (—nln (1 + 5)) = —1, et donc
lim Unttl _ e <1
n—+00 Uy
donc d’apres la regle de d’Alembert la série Z U, converge.
n>1
Autre méthode : on peut remarquer que
n! 1x2x3x...xn 1 2 3 n 1 2 2
— = =—X—-—"X—-X..X—-<—X—-—X1x...x1=—.
n nXnXnX...Xn n n n n n n n?2

n!
5 v converge.

1 . . . .
Or E — converge, donc par les théorémes de comparaison pour les séries a termes positifs, la série E
n
n>1 nz1



