Fonctions de deux variables - Correction des exercices

EXERCICE 1

Soit B une boule ouverte de R?. Soient 2 son centre et R son rayon.

Soit @ € B. Soit d = ||z —al| et * = R — d (il faut faire un dessin pour comprendre I'idée). On va montrer que
B(a,r) C B.

Soit donc y € B(a,r). Alors d’apres l'inégalité triangulaire
ly—zll=lly—at+a—z|<|y—al+la-z|<r+d=R
donc y € B.

On a ainsi montré que pour tout a € B il existe une boule ouverte de centre a incluse dans B. Cela signifie exactement
que B est un ouvert de R2.

EXERCICE 2
1) Soient U; et Us deux ouverts de R2. Soit a € U; UUs. Alors a € Uy ou a € Us.

Si a € Uy alors il existe une boule ouverte de centre a incluse dans Uy, donc dans Uy U Us. De méme, si a € Us alors
il existe une boule ouverte de centre a incluse dans Us, donc dans Uy U Us.

Conclusion : U; U Uy est un ouvert de R2.

2) Soient U; et Uy deux ouverts de R2. Soit a € Uy N Us. Alors a € Uy donc il existe r; > 0 tel que B(a,r1) C U;. De
méme a € Uy donc il existe 1 > 0 tel que B(a,r2) C Us.

Posons r = min(ry, re). Alors B(a,r) C B(a,m1) C Uy et B(a,r) C B(a,r2) C Uy donc B(a,r) C Uy NUs.

Conclusion : Uy N Us est un ouvert de R2.

EXERCICE 3
1) La fonction f est de classe C! sur R? et pour tout (x,y) € R?
0 0
a—i(m,y):%cy—i—?) et a—i(x,y):ﬁ—z
2) La fonction f est de classe C! sur R? et pour tout (z,y) € R?
) =yeos(en) et Gz —eostan).
3) La fonction f est de classe C! sur R?\ {(0,0)} et pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}
g(x )_M ot g(m )__2"”73/
D oy YT @

Tan =1 e Peg) =,

4) La fonction f est de classe C' sur U = (R%)? U (R*)? et pour tout (z,y) € U
1
T Jy

5) La fonction f est de classe C! sur R? et pour tout (z,y) € R?

of 2 of

%(x,y) R TR et @(x’y) =

B

1+ (IB2 + y2)2 :

6) La fonction f est de classe C! sur B(0,1) (car on doit avoir —1 < 22 + y? < 1) et pour tout (z,y) € B(0,1)
af 2z of 2y
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EXERCICE 6
1)Onazxz+y >0etz—y > 0siet seulement si —z < y < z. La fonction f est donc définie sur la partie U du

demi-plan z > 0 délimitée par les demi-droites y = z et y = —z (c’est un ouvert de R?).

2) La fonction In est de classe C! sur |0, +oo[ donc f est de classe C! sur U et, pour tout (z,y) € U :

of o 2

2y
= — t =
6$<x’y) $2_y2 € 6y(‘r?y) Q_y

T 2



3) Le développement limité d’ordre de f en (1,0) est

o) = £1.0) + Z L0 = 1)+ 50}y - 0)+ ol @ = Ly - 0))

soit
f(z,y) =2y +o([[(z — 1, y)[))

au voisinage de (1,0). L’équation du plan tangent a la surface d’équation z = f(z,y) en (1,0) est donc z = 2y.

EXERCICE 7

La fonction f : R? — R définie par f(x,y) = 2%y est de classe C sur R? et ses dérivées partielles sont définies par

0 0
—f(x, y) = 2xy et —f(:r7 y) = 22 donc I'équation du plan tangent & la surface d’équation z = 2%y en (1,2) est

or y

z=f(1,2) + g(lﬂ)(m -1

of
ox oy

1,2)(y — 2
9y(7 )y —2)
soit z=244(x — 1) +y — 2 ou encore z = 4x + y — 4.

EXERCICE 8

Les fonctions ch et sh sont de classe C! sur R et la fonction f est de classe C! sur R? donc la fonction ¢ est de classe
C! sur R et, d’apres la régle de la chaine :

of

0
g'(t) = 3 !

x(cht,sht) sht+ 8—y(cht,sht) cht

pour tout t € R.

EXERCICE 9

Les fonctions = : (s,t) — st et y : (s,t) — £ sont de classe C* sur A et la fonction f est de classe C' sur R? donc la

fonction g est de classe C! sur A et, d’apres la régle de la chaine :

G ) = Gl )y 1) G (500) + (el 00l ) 55,0

S (3) 1 ()

et

pour tout (s,t) € A.



