Correction du DNS 33

EXERCICE 1

2 2
1) Soient P = Zaka et Q = Zkak € Ry[X]. On a
k=0 k=0

2 2
(@Q,P) =) brar = axbp = (P,Q)
k=0 k=0
donc (., .) est symétrique.

2 2 2
Soient o, 3 € R, P = Zaka, Q= Zkak et R= chXk. On a

k=0 k=0 k=0
2 2 2
(P + BQ, R) = Z(aak + Bby)cr = azakck + 52 brer = (P, R) + B(Q, R)
k=0 k=0 k=0

donc (., .) est linéaire & gauche, et donc aussi & droite car il est symétrique.

2
Soit P = Zaka. Alors

k=0
2

(P,P)=> a} >0.

k=0
De plus si (P, P) = 0 alors ag = a; = az = 0 donc P = 0. Ainsi (.,.) est défini positif.

Conclusion : (.,.) est un produit scalaire sur Ry[X].

2) a) Il y a plusieurs manieres de procéder. Soit P = aX? + bX + ¢ € Ry[X]. Alors :
PcH&Pl)=0&a+btc=0cc=—a-beP=aX’+bX -a—bs P=a(X?>—1)+bX —1).

Ainsi H = Vect(X — 1, X% — 1). De plus la famille (X — 1, X2 — 1) est libre donc c’est une base de H.

b) On applique la méthode de Schmidt pour transformer la famille (P, P,) ou Py = X — 1 et P, = X2 — 1 en une
base orthonormale de H (Q1,Q2). On obtient

P 1

R TR

(X -1

et

0 P —(P,Q)Q:1 _ 1 (2X - X —1).

TR (Pl V6

¢) La famille (Q1,Q2) est une base orthonormale de H donc le projeté orthogonal de X sur H est

pr(X) = (X, Q1) Q1 + (X, Q2)Q2 = %Ql - %QQ ey ix ol

La distance de X a H est

1 1 1 1
X H) = X = pa (0] = 32+ 3+ 3 = e

On peut aussi dire que d’apres le théoreme de Pythagore || X —pg (X)||? = || X |2 — |lpg (X)||?. Or || X||? = 1 et puisque

~—

1
la famille (Q1,Q2) est orthonormale on a ||pg(X)||? = =+ = = 3 donc || X —py(X)|? = = et on retrouve le résultat.

2 6
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EXERCICE 2

1
1) Ona (u,v) = / tdt = 0 donc les vecteurs u et v sont orthogonaux. Il suffit de les normer. On a ||u* = / 1dt =2
—1 -1

1

1
1
et |lv]|? = / t2dt = 2/3 donc la famille (\@u, £v> est une base orthonormale de F'.
—1

2) Le projeté orthogonal de f sur F' est



1 1
Or (f,u) = / e'dt = e —e ! et en intégrant par parties on trouve (f,u) = / tet dt = 2e~! donc
-1

e—e
pr(f) = 5 +3e 1t

La distance de f a F est
d(f, F) = [If —pr(f)] = V1 —T7e 2.

On peut faire le calcul directement ou utiliser le théoreme de Pythagore ||f — pr(f)|1? = | fII? — llpr(f)]?-

EXERCICE 3
1) Soit u, = Vn3+n+1—-+/n2+2.Ona

3 3/ 1 1
n n
B 1 1 1/3
oo 1/1 1 1
n(1+3<n2+n3)+0(7ﬂ
oo 1 1
—n(1+?m2+0(n2)>

s 1 1
= n++0(>
3n n

et
2
\/n2—|—2=n 1+72
n
9 1/2
oo 12 1
oo 1 1
st
n n
donc

+oo 1 1 1 1 too 2 1 2
Up = |(N+—+0| — —\n+—+o0|— = ——+4o|— | ~—5.
3n n n n 3n n 3n

Or la série g — diverge, donc la série E uy, aussi (série & termes négatifs & partir d’un certain rang).

n>=1
n(n)2
2) Posons u, = 3"(n!) . Pour tout n € N :
(2n)!
Unpr 3" ((n+ 1)) (2n)! 3(n+1)2 _3(n+1)
U (2n+2) 3n(n))2 2n+1)(2n+2)  2(2n+1)

3
qui tend vers 1 < 1 lorsque n tend vers +o0o. Ainsi, d’apres la régle de d’Alembert, la série Z Uy, converge.

3) Posons u, =Ilnn+aln(n+ 1) + bln(n + 2). On fait un développement asymptotique :

tp =Inn+aln <n <1+711>> +bIn <n (HZ))

1 2
=Inn+alnn+aln <1+ n) +blnn+bln <l—|— n)

= (a+b+1)1nn+a<i+0(nlz>)+b(721+0(n12)>

+oo 2a +b 1
= b+1)1 — — |-
(a+b+1)Inn+ ™ +O(n2>

Ainsi :



—Sia+b+1+#0alors up, ~ (a+b+1)Inn donc la série diverge grossiérement.

a+b

n

N . . 1.
donc la série diverge puisque la série E — diverge.
n=1

—Sia+b+1=0et a+2bz#0 alors u, ~

oo 1 L
—Sia+b+1=0eta+2b=0,ie sia=—2et b=1, alors u, =0 (2> donc la série converge.
n

Calculons la somme de la série dans ce dernier cas. La somme partielle d’ordre p de la série est

p
Z (Inn —2In(n+ 1) + In(n 4 2))

P
:Z nn—2Zln n+1) —|—Zln (n+2)
n=1 n=1

n=1
=1In 1+ln2+ln3+ +hnhp—-2In2+m3+...+lnp+In(p+1))+In3+...+Inp+In(p+1) +In(p +2)
=In2—-In(p+1) +ln(p+2)
p+2

=In2+1In .
p+1

= 0 donc la somme de la série est

oo

E Up, = lim S, =In2.
1 p——+oo

n=

on + 6 5 1
4) O -  ~ — etl éri — d 1 éri i (séries a t itifs).
) On a Tt " n2 et la série ; 5 converge donc la série Zun aussi (séries a termes positifs)
On décompose en éléments simples :
on + 6 3 1 2

n(n+1)(n+2):n n+l n+2

La somme partielle d’ordre p de la série est donc

n=1
P P P
1 1 1
=3 L+1+1+ +1 1+1+ +1+ ! 2 1+ +1+ ! + !
N 2 3 P 2 3 p p+1 3 7 p p+l p+2
3 1 1 2 2
=3+-—z- -
2 2 p+1 p+1 p+2
4 3 2
p+1 p+2

La somme de la série est donc

Z up, = lim S, =4.
t p—r—+o0



