
TD NUMÉRIQUE POUR LA PHYSIQUE N°1 – ED D’ORDRE 1 (MÉTHODE D’EULER)
Fichier à compléter : TD 1 Euler ordre 1.py, à récupérer sur le site de physique.

Théorie

L’objectif de la résolution numérique d’équations différentielles est d’obtenir, pour une liste [ t k ]
de dates souhaitées, la liste correspondante des valeurs de la fonction inconnue du temps  [ yk ] .

Naturellement, toute méthode de résolution conduit à des erreurs : on obtiendra en réalité [~yk ] , 
liste des estimations des valeurs de la fonction à ces dates.

On peut introduire la liste des erreurs commises [ε k ]=[~y k− yk ] , mais la valeur vraie yk  est bien 
sûr inconnue : dans le TD, on travaillera avec des ED qu’on sait résoudre analytiquement afin de
déterminer les erreurs [ε k ] , ce qui nous permettra de juger la méthode de résolution utilisée.

Une équation différentielle d’ordre 1, linéaire ou non, indépendante du temps ou non, peut se 
mettre sous la forme canonique suivante, adaptée à la programmation :

y ' ( t)=F ( y (t) , t)

Q1. Déterminer la fonction fondamentale de l’équadiff F dans les cas suivants :

• Tension de charge u d’un condensateur dans un circuit RC soumis à une tension 
constante E.

• Envoi d’une tension alternative e (t)=E cosωt  à l’entrée d’un filtre passe bas d’ordre 1 de 

fonction de transfert H= 1
1+ j ω τ  ;

• Évolution de la vitesse v d’un corps en mouvement vertical vers le bas dans le champ de 
pesanteur, soumis à des frottements turbulents de coefficient β.

La donnée de l’équation différentielle permet donc de calculer la dérivée de la fonction à toute 
date, connaissant sa valeur à cette date.

Comme la condition initiale y0= y (t0)  est connue, toutes les méthodes de résolution 
fonctionnent de proche en proche :

• utilisation de la fonction F pour obtenir la (ou certaines) dérivée de la fonction.

• utilisation de la (ou des) dérivée calculée pour estimer la valeur suivante ~y1  à la date t1

• etc.

La méthode d’Euler est la plus intuitive et la plus simple : comme on a choisi, pour avoir une 
bonne précision, des dates proches les unes des autres, on peut considérer que la fonction 
inconnue est presque affine entre deux dates successives, donc utiliser l’approximation 
affine de la tangente.

On en déduit l’estimation de la valeur suivante, à partir de la précédente :
~y1= y0+ y ' (t0)(t1−t0)= y0+F ( y0 , t0)(t1−t0)  pour la première itération (y0  est une valeur vraie), 
puis, dans le cas général, pour les valeurs suivantes :

Euler : ~y k+1=
~yk+F (~yk , t k)(t k +1−t k )



Q2. Faire un schéma rapide d’une fonction non affine quelconque passant par le point (t k ; y k)  

supposé exact, tracer sa tangente en t k , placer une date t k +1  après t k , et marquer l’estimation 

suivante ~yk +1  ainsi que l’erreur commise εk +1 .

On voit que la méthode d’Euler introduit une erreur, d’autant plus grande que la concavité de la 
fonction, donc sa dérivée seconde, est importante.

Q3. On donne l’équation différentielle suivante, τ y '+ y=0  ; où τ, constante de temps, est 
strictement positive.

Sans la résoudre, obtenir la dérivée temporelle seconde y ' '  en fonction de y  et de τ. 

Conclure sur l’écart entre la solution obtenue par la méthode d’Euler et la fonction vraie, en 
supposant que la fonction y  reste toujours strictement positive.

Pour corriger ce problème, il existe d’autres méthodes de résolution (Bac+3) qui calculent 
plusieurs dérivées : par exemple en t k , en t k +1  (en estimant la valeur ~yk +1  une première fois par 

Euler), ainsi qu’à la date milieu de  t k  et t k +1 , puis font une moyenne pondérée des dérivées 

obtenues pour estimer au mieux ~yk +1 : l’évolution de la dérivée autour du point considéré 
permet d’estimer la dérivée seconde de la fonction et de la corriger.

C’est la cas de la méthode utilisée de base par le solveur Python, dans la fonction odeint, 
appelée méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 : RK4 (on démontre que l’erreur εk +1  est alors

o((t k+1−t k)
4) ).

Description du TD

On va implémenter les différentes méthodes sur l’exemple de l’équation différentielle τ y '+ y=.. .
avec τ=1  et la condition initiale y0=1 .

A) tout d’abord avec un second membre nul : décharge d’un condensateur, typiquement ;

B) ensuite avec un second membre sinusoïdal e (t)=E cosωt  (avec E=1(V)  et ω=8( rad/s)).

Q4. Obtenir la solution exacte de l’équation homogène, avec la CI donnée.

Questions 5 à 11. Voir fichier Python à compléter. Pour la Q8, voir les exigibles ci-dessous.

Q12. Sauvegarder le fichier sous TD 1 Euler ordre 1 hom.py, puis renommer le fichier 
initial en  TD 1 Euler ordre 1 cos.py

Modifier l’ensemble du code de ce nouveau fichier pour travailler sur l’ED τ y '+ y=E cosωt  avec 
les valeurs numériques données dans la description.

On tracera à nouveau les deux fonctions obtenues par Euler et par RK4 (odeint), avec un 
nombre de points limité pour voir les défauts, ainsi que la solution exacte (en utilisant les 
valeurs numériques) :

y (t)=( y0−
E

√1+(ωτ )2
cos Arctan(ω τ ))exp(− tτ )+ E

√1+(ωτ )2
cos (ω t−Arctan(ωτ ))

Dans le module math, la fonction Arctan est atan.

Démontrer que l’expression proposée est correcte : on ne cherchera pas à remplacer y  dans 
l’équation différentielle (calcul délicat et pas convaincant...), mais on appliquera la 
méthodologie de résolution des ED linéaires non homogènes.
(On peut néanmoins vérifier facilement que y (0)= y0 ).



Exigibles numériques

• Passage d’une fonction comme argument à une autre fonction

• Utilisation de l’aide Python : ici, sur la fonction odeint, où l’import correspondant a dû 
être fait auparavant (cf début du fichier : erreur sinon).

On regarde d’abord quels sont les arguments à passer impérativement à la fonction : ce sont 
ceux qui ne sont pas accompagnés de ‘=’ dans la déclaration de fonction ; ils sont décrits plus 
précisément ensuite.

➢ func, y0, t

Les autres types d’arguments sont également décrits ensuite :

➢ args=() indique qu’on peut passer des arguments en plus, dans un tuple ; ce qu’en fait 
la fonction est détaillé dans l’aide.

➢ Les arguments du type tfirst=False : on peut les ignorer complètement, ce qu’on fait 
en général. 

Pour comprendre, techniquement : même si l’on ne passe rien concernant cet argument, 
tfirst est alors connu par odeint, et vaut False. 

Si par hasard on souhaite le modifier à True, il faudra alors appeler odeint (simple 
exemple ci-dessous pour les arguments obligatoires) ainsi : 

odeint(F,1,tList,tfirst=True)

l’aide explique ensuite que c’est ainsi qu’il faut procéder si la fonction F (c’est-à-dire 
func) a été implémentée par 

def F(t,y) au lieu de def F(y,t)

Nous coderons dans les TD les fonctions des ED correctement : nous n’aurons donc 
jamais besoin de modifier cet argument.



On regarde ensuite ce que retourne la fonction     :



Pour utiliser la fonction, c’est en général suffisant, avec des exemples souvent utiles proposés 
dans l’aide (ici, ils sont intéressants pour le TD suivant, n°2).
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