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SYSTÈME MASSE-RESSORT ET FROTTEMENTS SOLIDES

1. Référentiel : Terre, galiléenne Système : M, de masse m

Contrainte : mouvement selon (Ox) => pas d’accélération selon y

BdF : Poids P⃗=m g⃗  Force de rappel F⃗él=−k(L−L0)u⃗  Réaction du support R⃗= R⃗N+ R⃗T

Au début du mouvement, vers les x négatifs, R⃗T  est opposé au mouvement, donc selon +u⃗ x .

Pour rester général, on pose R⃗T=R̄T u⃗ x , où R̄T  est algébrique, positive dans la première phase du mouvement, 
négative lorsque x sera croissante.

Le ressort est au début plus long que L0 , donc la force de rappel élastique est donc dirigée de M vers O.

Les composantes de la réaction vérifient la loi de Coulomb dynamique : RT=f RN

RFD : ma⃗=P⃗+ R⃗N+ R⃗T+ F⃗él , variables inconnues à droite : on projette.

Projections : Il faut ajouter un axe vertical (Oy) puisque les forces sont en 2D.

Cinématique : ax= ẍ  et a y=0

Pour F⃗él , le vecteur unitaire est u⃗=+u⃗ x , et L=x , donc

{m ẍ=0+0+ R̄T−k (x−L0)0=−mg+RN+0+0
 donc RN=mg  et RT=f m g , R̄T=±RT=±f m g  (+ au début).

L’ED est donc m ẍ+k x=k L0±f mg  : ẍ+ k
m
x= k
m(L0± f m gk ) , donc ω0=√ km  et D= f m g

k
.

2. On doit donc résoudre l’ED avec un + pour trouver l’équation horaire quand x diminue :

La SP (constante, comme le second membre) est donc (on raye la dérivée seconde) : xP=L0+D , et la solution 
générale homogène SGH est xH (t )= A cos(ω0 t)+B sin(ω0 t) .

L’éq est linéaire, donc le théorème de structure s’applique : x(t)= A cos (ω0 t )+B sin(ω0 t )+L0+D .

On applique les CI : x(0)=2L0=A+L0+D , donc A=L0−D .

On dérive pour la vitesse : v (t )= ẋ(t)=−Aω0sin (ω0t)+Bω0cos(ω0t ) , donc v (0)=Bω0=0  et B=0 .

Finalement : x(t)=(L0−D )cos(ω0t )+L0+D , il s’agit d’une sinusoïde oscillant autour de sa valeur moyenne, donc de
Off1=L0+D

t1  est donc la date du premier minimum de x, quand le cos (ω0 t )  vaut -1 pour la première fois, donc quand

ω0t=π  : t1=
π
ω0

.
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2ème résolution : on suppose donc qu’on démarre à t=0 , et R⃗T  a bien sûr changé de sens, l’ED est devenue
ẍ+ω0

2 x=ω0
2(L0−D ) , donc la solution générale est x(t )= A cos (ω0 t)+L0−D .

En effet, on sait que, comme avant, la constante devant le sinus sera nulle puisque la vitesse est nulle à la date nulle.

CI : x(0)=A+ L0−D=2D , donc A=3D−L0  : x(t )=(3D−L0)cos(ω0t )+L0−D , sinusoïde qui oscille autour de
Off2=L0−D .

Par ailleurs elle redevient maximale lorsque la phase augmente de π une deuxième fois : en effet le coefficient
3D−L0  est négatif.

Sa valeur (donc à la date réelle t 2=2 t1 ) est donc −(3D−L0)+L0−D=2L0−4D .

3. On voit que les offsets alternent à cause du changement de signe dans l’ED, avec une diminution régulière de 
l’amplitude à chaque demi oscillation.

Il arrivera une date où la courbe ne coupera plus la position d’équilibre L0  : par exemple, si l’on suppose que c’est 
quand x diminue, la tangente devient horizontale, donc la vitesse s’annule, pour xarret>L0 .

Il est alors impossible que x augmente à nouveau : la force de rappel est toujours dirigée vers la gauche, puisque son
sens n’est lié qu’au signe de x−L0 .

Le système se bloque dans les conditions statiques du frottement de Coulomb, avec une somme des forces nulles, et
R⃗T  exactement opposée à F⃗él .

PENDULE SIMPLE PAR L’ÉNERGIE

1. Lorsqu’il s’agit d’une tige, T  peut être de signe quelconque, car la tige peut « tirer » ou « pousser » sur la masse.

En revanche, lorsque c’est un fil, il ne peut que tirer, donc T≥0  ; quand T  s’annule, le fil n’est plus tendu et les 
hypothèse d’étude du mouvement ne sont plus valables.

2. L’énergie potentielle est ici E pp=m gz , où z est l’altitude de M, nécessairement vers le haut. On a

z=O⃗M⋅⃗e z=R cos(π−θ)=−R cosθ .

En remplaçant, on a bien E p (θ)=−mg R cos θ , minimale en 0, variant entre ±m gR .

3. On se place en coordonnées polaires : O⃗M=R e⃗r , qu’on dérive sachant que R est une constante : v⃗=R θ̊ e⃗θ .

4.a. On regarde les intersections des courbes...

4.b. On a Em=E c+E p , avec Ec=
1
2

m v2≥0  : l’énergie

cinétique, toujours positive, est l’écart algébrique de la
courbe de E p (θ)  vers celle de Em , ce qui interdit les
zones où la courbe de E p  la dépasse.

4.c. On a alors E p (θ)=E m  pour ces angles, donc

θM=Arccos(−2
3)=−θm=131,8 ° .

4.d. On tire de la vitesse l’expression générale de l’énergie

cinétique Ec=
1
2

m v2=1
2

m R2θ̊2 .

Donc, puisqu’on part de 0 (équilibre stable = min local)

Em= 1
2

m R2 ω0
2−mg R=2

3
m g R  soit ω0

2=10
3

g
R

 et donc

ω0=√ 10
3

Ω=1,826 Ω .

5. La droite de Em  est alors complètement au-dessus de
la courbe de E p (θ)  : M arrive en θ=π  avec de l’énergie
cinétique et continue donc son mouvement, M tourne
alors autour de O en décrivant des cercles complets, on
parle de comportement révolutif du pendule.
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6. Em= 1
2

m R2 θ̊2−m g R cosθ , qui se conserve, donc E̊m=0=m R2θ̈ θ̊+mg R θ̊ sin θ .

On retrouve l’ED du mouvement θ̈+ g
R

sin θ=0 , soit, pour les petites oscillations θ̈+ g
R

θ=0 , de forme canonique

θ̈+ Ω2 θ=0 , où Ω=√ g
R

 est la pulsation propre.

7. En continuant la cinématique, on obtient le vecteur accélération en polaires a⃗=(−R θ̊2 ; R θ̈ ) .

La projection du poids est évidente pour la partie radiale : on obtient −m R θ̊2=−T +m gcos θ , soit
T=m gcosθ+m Rθ̊2 .

On reconnaît dans le premier terme −
E p

R
 et dans le second 2

E c

R
 donc

RT =2 E c−E p=2 (Em−E p)−E p=2E m−3 E p , ce qui donne le résultat demandé.

8.a. Pour que le fil reste toujours tendu, il faut que T >0⇔ Em> 3
2

E p(θ ) , ∀θ . Or, lorsque le pendule oscille, on a

Em=E p (θ)  aux bords du domaine autorisé, quand θ=θM  ou θ=−θM .

* Quand l’énergie mécanique est négative, donc l’énergie potentielle aussi, on a 
3
2

E p(θ )<E p(θ ) , c’est 

nécessairement vérifié.

* Quand l’énergie mécanique est positive, et inférieure à m g R  (oscillations), c’est forcément faux aux bords du 
domaine.

* Quand l’énergie mécanique est positive et supérieure à m g R  (révolution), il faut qu’elle soit supérieure à 1,5 fois 
le max, atteint pour θ=π .

Finalement Em∈[−m g R ; 0[∪ ]1,5 mg R ;+∞[ . On remarque que l’angle le plus grand possible pour que le 
pendule fonctionne en oscillations est exactement π/2.

8.b. Quand Em=−m gR , le pendule est évidemment immobile.

Em=0⇔ 1
2

m R2 ω0
2−m g R=0  soit ω0=√2 Ω=1,414 Ω

Em=3
2

m g R⇔ 1
2

m R2 ω0
2= 5

2
m g R  soit ω0=√5 Ω=2,236 Ω

Le pendule simple se comporte donc bien pour 
ω0

Ω
∈[0 ; 1,414[∪ ]2,236 ;+∞[
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LE SOLEIL A RENDEZ-VOUS AVEC LA PLUIE (CCINP 2023 MP-MPI)

Note PA (pour les petits sup) ; j’attends : les gouttes de petite taille vont beaucoup moins vite, le modèle de la force 
de frottement pourrait se rapprocher des frottements laminaires −α v⃗  ; grosses gouttes non sphériques.
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Merci à MM. Leconte et Blond-Butlen pour la correction.

PROTON DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE CONSTANT UNIFORME

1. Le poids étant négligé et la charge du proton étant q=+e , on obtient {mv̊x=+e B vy

mv̊y=−e B vx

2. Si x est vers la droite, et l’axe z dans l’œil, l’axe y est nécessairement vers le haut (3 doigts car base directe)

3. F⃗ L  est dans le sens de v⃗0∧B⃗ , car q>0 , donc vers les « -y » : le demi cercle est vers le bas, car la force est vers 
l’intérieur du virage.

4. On obtient donc {mv̊x=+e B vy−α vx

mv̊y=−e B vx−α vy

5. On ajoute la première équation à j fois la seconde : mv̊x + j m v̊y=+e B vy− j e B vx−α vx− j α vy , soit

m (v̊x+ j v̊y)=− j e B (vx+ j vy)−α(vx + j vy) , donc bien 
d v
dt

+(λ+ j ω)v=0 , avec λ= α
m

 et ω=e B
m

.

6.a. On cherche une solution de la forme A er t , où A≠0 . 

Comme l’exponentielle ne s’annule jamais, on trouve que r=−( λ+ j ω ) .

Avec la condition initiale v(0)=v0+ j 0=v0 , on obtient v(t )=v0 exp [−(λ+ j ω)t ] .

6.b. On prend la partie réelle et la partie imaginaire du résultat, en simplifiant l’exponentielle de la somme :

{vx=+v0e− λ t cos(ωt )
vy=−v0e−λ t sin (ωt )

7.a. L’intégration de l’expression complexe précédente donne x (t )=−
v0

λ+ j ω
exp [−( λ+ j ω )t ]+ A , qui vaut 0 en

t=0  (car x et y sont nulles).

Finalement : x (t )=
v0

λ+ j ω
(1−exp [−( λ+ j ω) t ])

7.b. Quand t→+∞ , l’exponentielle complexe tend vers 0, car sa partie réelle est négative (cf 6.b).

Il reste alors x∞=
v0

λ+ j ω
=

v0

λ 2+ω2 (λ− j ω) , opération exceptionnelle, mais on souhaite ici les parties réelle et 

imaginaire.

Les coordonnées finales sont donc (+v0
λ

λ2+ω2 ;−v0
ω

λ 2+ω2)=(+R
k

1+k2 ;−R
1

1+k2) , car R=
mv0

e B
=

v0

ω
.
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