TD 9 TRrANSITOIRES (2)

1. Optimisation d'un circuit (R,L,C) série
On peut redonner le résultat du cours ou refaire la démarche.

La loi des mailles donne uc+u; +u,+u;=0 soit %+L E—'_(R—H)ZZO .
dq
dt

d’q @ d e 1 1 /L
dtzq"‘j??*'wéq:o avec par identification wﬁ:ﬁ et O=——1/— .

2
donc L ‘ihzq +(R+7) d—q+l= 0 , qu'on écrit sous forme canonique

Or 1= dr T C

R+r\ C

On sait que le régime permanent est atteint le plus rapidement en régime critique, tel que

1
I'équation caractéristique n'a qu'une solution (discriminant nul), ce qui conduit a 0 5 soit

R=2 \/%—r (on peut calculer le A de I'EC de ’ED sous forme brute, sans passer par A ou Q).

C oo [AmH - [1000 pH L
AN : R=2—o0 59_21/70’100“F 5Q soit R=195Q

2. Equation différentielle pour l'intensité dans un circuit (R,L,C) série

2
(a) On obtient avec la charge par exemple L a;—tzq+R %+% =0 , qu'il faut dériver pour
obtenir I'équation différentielle vérifiée par i : c'est la méme équation
d’i o, di i
L—+R—+—==0
d* dt C

(b) A cette date, l'intensité doit étre continue a cause de la bobine : i=0
On en déduit que uz=Ri=0 .

La tension u, est également continue : u, :%

La loi des mailles donne donc u; +uc+uz=0 donc u, :—% .

Laloi de la bobine donne u, =L & done 4=—fo .

L'équation différentielle donne f{—;l =— % %— #i donc fl—;l = fzqc(i

(c) Q= % donc régime pseudopériodique (avec oscillations trés peu visibles car proche de
0,5)

3. Réponse d'un circuit bouchon a un échelon de courant
(a) L'intensité est continue dans la bobine donc i, (07)=0 .
La tension est continue dans le condensateur donc u(07)=0 , et c'est la méme que celle
aux bornes de la résistance : la loi d'Ohm nous dit donc que i,(07)=0 .
Finalement, la loi des noeuds donne i.(07)=i, .



(b)

()

(d)

D'apres la loi de la bobine, sa tension aux bornes est nécessairement nulle, puisque c'est
une dérivée temporelle : u(0)=0 .

On en déduit d'aprés la loi d'Ohm iz (%)=0 .

u étant nulle quel que soit t, sa dérivée temporelle aussi : i¢()=0 .

Finalement c'est i, (0)=i, .

[pti +i =i,
u=Ri,
Nous avons la loi des nceuds et le lois des composants u= L% . La bobine nous
-9
=T
dig  diy  dic _
dt dt dt
diy_1 du
. . . dt R dt d’u 1du 1
N 4 C +——+—u=0
oblige a dériver la loi des noeuds di, u donc P Ra L u
dt L
dic d2 u
—‘—C
dt dt
2, 1 w 1
La forme canonique est a;lt? +50%+a)§u =0 avec wOZ\/L:C: 10000rad/s et j:ﬁ

. C , . e 1
soit O=R \/;= 10>0,5 :lerégime est donc pseudopériodique.

Attention : I'expression de Q est I'inverse de celle obtenue pour un circuit RLC série, qui
n’est donc pas générale, et donc pas a connaitre par cceur.

@ 1
. . 0 .
Voir le cours : on trouve comme racines = Y AL 1-

P+ i avec
=—+iw av
40° 20 /

wzwo\/l—%QZNwo car 1/400< 1

La solution générale de 1'équation homogene est donc
w,t

u(t) :exp(—z—(()) [Acos(wt)+Bsin(wt))]

t
Nous savons que u(0")=0 donc 4 =0 : u(t)=8B exp(—cg—oo) sin(wt) .

La limite de # al'infini ne donne aucune information : il nous faut une autre condition
aux limites, la dérivée temporelle de u .

Le condensateur nous donne %(0*) :ZEO :
t
Dérivons la solution trouvée %: B exp (—C;)—OO) [a) cos(wt)— % sin(w t)] : on en déduit

. . : .
que szlc—o soit u(z‘)zcl—ow exp(—cg—?)) sin(wt)




4. Résolutions compleétes du circuit RLC série : entrainement

a)

b)

d)

Excitation échelon et régime apériodique critique : A=0 donc w,=A et
=(At+B)exp(—At)+E avec u(o)=B+E=0 donc B=—E .

Z—;‘:Aexp(—)ut%(At+B)(—Aexp(—At)) avec %(O)ZA—)\BZO done A=—AE |

Finalement u=—E(At+1)exp(—At)+E etenremplacant (déja calculée) :
Z—;‘ —~AEexp(—At)—E(At+1)(—Aexp(—At))=Ee "(A(At+1)-A)=EAX*te " quiest

strictement positive sauf en t=0 : u est une fonction strictement croissante de t.

Excitation échelon et Q=1/4 ; une fois la solution obtenue, vérifier de téte que les
deux CI sont correctes, et prouver qu’elle est strictement croissante.

LECestdonc r*+w,V2r+w,=0 donc A=-2w’=(jv2w,) etlesdeux racines sont

1, .1 ) o
rl/zz( Vs +J 7 ) w, etla solution générale est

Acos(\/gt)+Bsm(¢E°t)] .

du
Les CI donnent A=U, et —<(0)=1X =2 Acos 0+B 2 cos0 remier terme :
a © ( V2 V2 ) ®

wo

uc(t)=e

I'exp est dérivée et pas le reste, deuxieme terme : le sin est dérivé et pas I’exp — on ne
regarde que ce qui donne « cos » lors de la dérivation) qui est nulle donc A=B

(_t)+sm(w ) =U \/2e_%tcos(w—t——)
V2 Va2 V2 4

L'ECestdonc r*+w,r+w’=0 donc A=—3w’=(jv3w,)’ etlesracines sont

=1+ 3o, et r=t(-1-j\3)e

Acos(%wot)+B sin(%wot)

La CI de valeur donne immédiatement A=—E et celle de la dérivée donne
du,

dt

1
——w,t

La SGH estdonc u(t)=e * +E .

1 V3 A_ E
0)=0=1X|——Aw.cos0+Bw —2coso]| d B="—=—"—F+
(o) ( ) w, w, " ) onc V3 7

U
On en déduit u,(t)=E—Ee ? cos(ﬁa)ot)+isin(£wot) soit
2 V3 2
Loy /3 .1
u.(t)=E-U,,e cos| Fw,t+g | avec U, cosp=1 et —UCmsm(p—T3 donc
2 2 Q .
Uszg‘i’Ucmzjg et COS@:UCm:L;) avec sin@p<o : cp=—% .

On vérifie: u.(0)= E—TBECOS(—%) 0

(On peut faire comme dans le cours et travailler avec un signe +, cela donne un ¢
différent.)



e) Q<i/2 doncrégime apériodique, ce qu’on retrouve avec 'EC: r’+3w,r+w.=0 de
A=5w>>0 .

Allure de la solution : valeur initiale nulle et tangente initiale vers le haut, avec une limite
a I'infini nulle (pas de SP) donc un maximum seulement car pas d’oscillations.

Ona u=Ae"'+A,e™ avec r1:§(_3+\/g)wo et 7'2:%(—3—\/3)(0

o, U

r-r

Les Cl donnent A,+A,=0 et rA+r,A,=w,U donc A=

=—A, avec

2

r—r,=J5w, donc uZ%(eXp(i(—Bﬂ/g)wof)—eXP(%(—B—\/g)wot)) et

% w\/EU( (— 3+f)exp(é(—3+\/g)wot)*'é(?)"‘Jg)eXP(é(_3_\/5)("0”) soit
du_o,U

2o expl S, (-3+5lexp(2 50, )+(3+ V5 exp ()0, )] qui

s’annule quand

(3—\/§)exp(l\/§w0t) (3+\f)exp( (— J5)w t)@exp(\/Sw t)= Si\\//% soit a la date
o1 3+f5
wo¢5 3—-V5

5. Courbe de réponse pseudopériodique

S s ® .
a) Avecla définition du facteur de qualité 2A=—" , on obtient :

2
w 1 . , .
W=, ——== f,(l— 0 ) et avec la relation période-pulsation :

4Q°
1
T=T, ———
(2Tn)( - 2) donc ° (1
=T

4Q°

b) &= T——1 ﬁ/1—L—1 et avec 'approximation : €= S —
T T 4Q2 pp 8Q2 8Q2

On souhaite donc

, ce qui n’est pas une valeur considérable
(seulement 3 ou 4 oscillations visibles).

¢) On doit résoudre I’équation (méme valeur a ces dates) : u.(t)=f,(t) ce quidonne
cosp=+1=y(t)=o0[2 1]

d) Pour obtenir les maxima, on dérive u(t)

d .
dllfc ~ e MU, cos(wt+p)—e U, wsin(wt+p) quisannulequand

Acos(a)t+go)+wsin(a)t+(p):o@tamp:_% _

Un maximum correspond & cos(wt+@)=cosy>0 (un cos négatif conduita u.<o ),

. . A .
donc les dates des extrema (min ou max) sont solutionsde = —Arctan(a) [7] , mais

celles des maxima vérifient p=—Arctan ( %) [27] .



6. Influence d'un condensateur sur un circuit (R,L)
(a) Il faut chercher le régime permanent antérieur a la fermeture de l'interrupteur : la bobine
est équivalente a un fil, mais il reste les 2 résistances. Une loi des mailles rapide donne

i(0,) :E (puisque continue en 0 : courant dans une bobine).

& ar
dt dt
continue, mais égale 3 u(0,) (dérivation) qui elle est continue, et donc nulle en 0,
puisque le condensateur était initialement déchargé.

di o\ _R. \__R_E
Done dt(o) Ll(0+)_ L Rer

0,) estbienstirliéa u,(0,) : u,(0,)=L=(0,)+Ri(0,) quin’estpas a priori

(b) En notant u la tension précédente, aux bornes de la dérivation, et avec directement la loi
d’Ohm : E=ri+u (maille)

A di : d N
dipdles : u:Ld—tL+RiL et 1C=C77’; ;noeud @ i=i i

Il faut donc éliminer i, en priorité car on peut pas I'extraire de la loi de la bobine :

d. . . . . d . . .
u:LE(l—IC)+R(Z—lc) soit E—I"l:LE(Z—lc)+R(l—lc) .

e _du du_d _di
Pour éliminer i.=C 2 °On calcule o dr (E—ri)=—r 7R
2 2. .
On remplace E= rz+Lg—+LrCfJ—+Rz+RrC% : LrC%+(L+RrC)%+(R+r)i:E
ou encore £+ R+ L dl+ 1+£ Li: E
dt \L rCldt r/LC rLC

(c) Ondonne L=43mH;R=9,1Q;r=50Q et E=50V . Quelle valeur doit-on prendre pour
C pour obtenir un régime pseudopériodique ?

Le discriminant de I’équation caractéristique doit étre négatif
(L+RrC)—4Lr(R+r)C<0 quiestune équation de degré 2 en C.

On a avec des valeurs numériques en uSI : (0,043+455C ) —508,26 C<0 soit
207025 C*—469,13C+0,001849<0 polyndme qui sera négatif entre les racines (coefficient
positif devant le carré).

A=218551,8 donc C,=3,95-10°F et C,=2,23-10°F : 3,95uF<C<2,23 mF

(d) C=10pF :on estbien en régime pseudopériodique.

. - w,t
On trouve la solution générale (cf cours) i(¢)=exp (—E) [Acos(wt)+Bsin(wt)]+ Rf— ,
r
la SP étant trouvée en rayant toutes les dérivées temporelles.
E w,t
(0 )=—2— — ()= L
or i(0,) 24, | A4=0 etdonc i(t) Bexp( 2Q)sm(wt)+R+r

On dérive pour injecter la dérivée premiere :

di
=B

— 20 ox (——)sm( t)+ex (_w_t) cos(wt)| soit p=—=R_E
20 20 S PHTEP| T 5 | COSI@ Lo R+r
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