TD 18 — ROTATION DU SOLIDE, CORRECTION

Etude d'un pendule de torsion

axe fixe A

(a)OnaJ=J,+2md" car la contribution d’'une masse
ponctuelle m située a la distance d de I’axe de rotation
au moment d’inertie est md?.

dL -- , e s
(b)On a P JO=—C0, car les frottements sont négligés
car le poids et la réaction du fil sont sur ’axe de

rotation, donc de moments nuls.

(c) i- On identifie le carré de la pulsation (pas de la

. . . C
vitesse angulaire attention!) : Q;==, donc

T0227I\/i .
C

(2n)°

Pour exploiter le tableau, on cherche une relation affine a partir de T3=

C’est le cas sil'on pose xX=d* et Y=T5;.

2
mTm

Le coefficient directeur (Y=aX+b) est alors a= 8

) 2
c=8""M_795.10"*N.m/rad , et I'ordonnée & l'origine est b :@ J,=66,43s", donc
a
;=25 =134-10kgm’
2m)

32(C

ii-Onan==—g =6,48-10 °N/m” ot les N/m’ (m N.m/m*) ont la méme unité qu’une
T

pression, donc peuvent s’exprimer en pascals Pa.

fil de torsion

masse m

=4965s’/m”, ce qui donne

et

(J42md?) :



Toupie

Une petite toupie assimilable a un disque homogéne de masse m = 100g, de ravon F. = 5 cm, tournant autour
de son axe de revolution, est initialement lance a une vitesse angulaire de 3600 tour par minute. Le moment
d’inertie du disque par rapport a son axe de révolution (axe passant par son centre et perpendiculaire a son
plan) est J=mR%/2.
Sachant que la toupie s arréte au bout de 3 minutes sous l'action de frottements équivalents a un couple que
I'on supposera de moment constant, calculer :

1) Lemoment du couple.

2) L’accélération angulaire au cours du mouvement.

3) Lenombre de tours effectués jusqu’a I"arret total de la toupie.

. . 1 _ . .
Le moment d’inertie J est connu : J 25 x0,1kg %x(0,05 m)zz 1,25-10 4kg’,.m2 , et la toupie subit un

moment constant, qui la freine, donc négatif, qu'on note —1I".

Le TMC donne Z—fZJ(;:—F,qu’on intégre : J[0],=—I(t—0) soit J(8(t)—6,)=—T't, avec

0,=3600 tr/min=377rad/s

. A Jo _
En notant t=3min=180s , on trouve, puisque la toupie s’arréte : '=—2=262-10 *N.m .
T

. ]
On en déduit 6= —g =20~ 1200 tr/min’=—2,09 rad/s’
T

Pour trouver le nombre de tours, on integre la loi de la vitesse angulaire : 6=60,——

Jt,cequi

. 0
donne ezeor—Lr2:—°r:5400tr
2J 2



Chute d'un arbre
(a)Ona JO=M ,(P) : on néglige les frottements, et la

réaction coupe l'axe. %m L*b= % mgsin® car P
s’applique en G.
aa 3 s 1.2f_3 .
(b) LOB=3 gbsind, done L[3 (8] =2 gl—cosb()].
0
Sans vitesse initiale, cela donne
L(6)’=3g[cosf(0)—cosb(t)] , ce qui donne bien
I’équation demandée, puisque 6>0 .

(c)Ona Z6=", C0S 0, donc I’énergie mécanique est ‘

j L .
Em:EJ(G)Z"'ngCOSH,qulSeCOI’lseI'VG,donC o s _ Prin®

E,=0,ce qui donne Q(Jé—mggsin 6):0 dont
la solution est soit 8=0, soit I’équation de la question (a).

) do 3 o s
(d) On obtient —= A\l 28 it , qu’on integre, avec les bornes correspondant
Vcosf,—cosf L

O=mn/2
aux différentielles : f =51 :\/ 3—g[t]8, en notant 7 le temps de chute.
\/ cos 9 —cosé

L
Donc 1:5,11/L:5,ls.
3g



Etude d'une poulie
(a) Aspect cinématique

La vitesse du point de la corde est la méme que celle
du point de la poulie en contact avec elle (condition
de non-glissement) : x=R6

(b) Aspect statique

Non rigoureux : il est préférable d’appliquer les
résultats du (c) en utilisant en plus I'immobilité.

Le moment de la force de 'opérateur doit compenser
le moment du poids de la masse et de la corde (la
liaison pivot étant idéale, le moment est nul).

Comme la distance a ’axe est la méme, on a
évidemment F=mg=50N

(c) Aspect dynamique

Systéme : poulie
Contrainte : en rotation

Bdf, moments et couples:
Poids et réaction : sur ’axe, de moments nuls

Tension corde : M(T)=RT , avec le bras de levier.

TMC:JO=RT

Systéme : masse m

Contrainte : mouvement vertical

Bdf:

Poids P=mJ

Tension corde T', de méme norme T que celle exercée en A sur la poulie
RFD : ma=P+T"'

Proj sur (Ox) : mx=+mg—T

2 équations, 3 inconnues, mais la (a) donne =R : on combine en éliminant & et T.
mgR g m _g 1 2
mR9=+mg—ié : _]+mR2_E 1 "R m, puis k=g mR
R Emp"'m 2—+1 J+m R2
m




Expérience de Timochenko

(a) T, pousse la barre vers la droite, puisque le cylindre tourne dans ce sens.

Les réactions normales n’ont pas la méme norme : tout dépend de la position de G. On
trouve donc :

(b) On prend I'axe (4,) : dans le cas des forces N, et T, le point d’application est sur l'axe ;
T, est purement radiale. Ces 3 forces n’ont pas moment.

. d g . \ bl
Il reste le poids : Py;=—P rG=§+x ;et N, : N,,=+N, s’appliquant a d de I'axe.

Comme il n’y a pas de rotation, le moment cinétique est toujours nul.

On en déduit 0:—mg(g+x)+dN2 donc szmg(%+§),

En prenant 'axe de rotation (4,), on obtient de méme 0=+mg (%—x )— dN, donc

1
N=mg(3-%]

(c) Ona md,=Y F , avec comme contrainte un mouvement horizontal.

i. Projetée sur z, on trouve 0=—P+N +N, ce qui est bien vérifié en remplacant les
réactions normales.

ii. Projetée sur z, on trouve mx=T,—T, et en utilisant la loi de Coulomb avec

9
d
dérivée premiere) correspondant a des oscillations non amorties.

glissement T=f N ,ona mx=—2fm<Xx , qui est bien une équadiff harmonique (sans

2
(d) On identifie w(z) =2f % . Par ailleurs, on mesure facilement la période TO:w_” :on
0

; . . . d |
détermine f en combinant ces expressions : f 225 (?)
0



Systéme Terre — Lune

D LL=/(G ML* MT)

A I B E | F
_ Rt 6,40E+006 G 6,67E-11
- Mt 6,00E+024
it 8,11008E+37
. |D 3.84E+008
i ML 7.35E+022
L 86160 23n56 L 1020,8758495 V(G MT / D)
| Wl 7,292462E-05 wL 2,658531E-06 VL / D
) LT 5,91425E+33 Jt wT 1L 2.88132E+34 ML D? wL
1
2 [T 82800
3wl 7,588388E-05
LT 6,15424E+33 LL' 2 85732E+34
3 | D' 377629617,82m
5 377629 61782 km
£
2 |



Systeme déformable : tabouret d’inertie

1.

. Comme dans le cours, les moments des forces

On multiplie la RFD orthoradiale par r, avec
a,=r0+2r0 d’'une facon générale et on

d .
constate que m;r;a,= E(m,- r’6.) en calculant

la dérivée; du coté droit de I'équation
apparait Z riFyy, , donc la somme des
moments des forces.

intérieures s’en vont, et il ne reste que les
moments des forces extérieures.

Si et seulement si, pour tous les points M,
0. estla méme, notée w, on aura alors
L=J,0.

dL > N
tA =>" M,(F) otil'on ne considére que les forces

On a pour le systeme déformable : 7

extérieures.

Comme on néglige tous les frottements, il reste le poids P du systéme et la réaction du
sol, normale R, :toutes les deux sont verticales, donc paralleles a I'axe de rotation.

dL,
Leur moment est donc nul et T: 0, donc L, est une constante.

Comme tous les points du systéme tournent a la méme vitesse angulaire @, al'état
initial, et a la méme vitesse angulaire w, a I’état final (mais pas pendant la déformation),
ona L,=J,0,=J,w,.

Entre I’état initial et I'état final, la masse est restée constante, mais pas sa distribution
dans I’espace : elle s’est rapprochée de I'axe de rotation.

— 2 e e e, . W, J;
Comme J—Z MT; "avec r; quiadiminué, ona J,>J,, donc puisque ;=—>1.
! 1 2
E,,_J,0,0, o, E.o_Jy

1 n 1
Ona E,,=E ,==J, wi , et de méme Em,2=§ J2w§ , donc

- €
2 E,, Jiww, E., J,

m,2

J
=—>1 donc AE,=E, ,—E, >0 :ilyaun travail de forces non
m,1 2

conservatives qui est positif.

On voit

La seule origine possible est le travail musculaire fourni par ’Thomme, c’est un travail des
forces intérieures au systeme (équivalent en translation : skieur qui pousse sur les batons
pour arriver & Zgng> Ziniia )

1

1 . . 1
AEm:Wmt,Nc:Em,z_Em,l:Eszi_a‘]lwi soit, puisque J,®,=J, o, : W:E‘Ilwl(wZ_wl)°



Etude d'un embrayage

Un embrayage est modélisé par deux disques de [

moments d'inertie respectifs J; et J> par rapport a ‘

I'absence de tout moment extérieur, le premier |
étant lancé a la vitesse angulaire Q tandis que le |
second est immobile. La mise en contact entre les |
surfaces des disques conduit 2 un couple de

frottement qui disparait quand leurs vitesses |
angulaires sont égales a w, figure 9. ’

leur axe de rotation commun A. On les étudie en | l disque 1, moment d'inertie J,

1. Exprimer la vitesse angulaire finale w.

2. Calculer le travail du couple de frottement pendant la phase de couplage des disques. Dépend-il du type
de frottement mis en jeu ?

1.

On prend comme systeme la réunion des deux disques, le moment cinétique étant
additif: L,=J,0,+J,0, d’une facon générale.

Comme il n’y a aucun moment extérieur, le moment cinétique se conserve : on I'égalise

J
entre I'état initial et I'état final : L,=J,Q+J,0=J,0+J,0, donc 0=+ +1J
1 2
. 1 2 1 2 1 2
On applique le TEM : AEﬂ,:Wim,NCZEm,Z—EmJ—Esz +§J1w _EJIQ , donc
1 Ji > 1 2 . JJ, 2 . s
Wfrottzz(‘j i+ z)mg —5119 soit men:—mﬂ , indépendant de la nature

des frottements en jeu (fluides ou solides).



Bille sur une cuvette parabolique
(a) Constante L du mouvement

Ona ma,=m(rd+270)=Y F,,avec P verticale, donc
paralléle a 'axe z, et R dans le plan (OHM), donc de
coordonnée orthoradiale nulle : a,=0

Par ailleurs d—LZi(m r29)=m(r29+2i”79)=mra920

dt dt
(b) Energie
. 1 1 2 . ;
i. OnaE==mvV’=—m|Fi’ 1+4r—2 +726? carzzm,
2 2 a a

ii. La réaction ne travaille pas, et le poids est une force
. ' . . m
conservative : 1'énergie potentielle est celle de pesanteur £ ,=m gz ZTg P

iii. Il n'y a pas de force non conservatives (pas de frottements) : I'énergie mécanique se
conserve.

(c) Discussion générale du mouvement

i =" o L p_ L 1
i. Ona0=—= donc0’=—— etr’#=— : on trouve bien = m/’G(r)+E , 4(r)=E,,
mr mr mr 2 -
avec G(r):l-l—4r—2 et E (r):L_Z_Fﬂg,,Z.
a e 2mrt a

ii. Fonction en 1/r2 + parabole :

iii. On trace la droite horizontale .
correspondant a £,, qui coupe o
toujours la courbe de £, 4 (7) en

deux points d'abscisse 7, et 7, car hgn E,q(r)=to m £, 4 (r)=+ et E, 4 ne

présente qu'un minimum.
Les valeurs de r hors de [r,,7,] sont interdites car elles correspondraient a £, 4> E,,

! .. .
soit szzG (r)<0, ce qui est impossible car G(r)>0.
. ' . L’ mg, . ..
r et r, sont solutions de 1'équation £, = P +7 r~ soit, en explicitant avec les
mr

}"2

0

1+4-2
a

242 442
mryG, mg o, mMryv, +mgrz

+ r
2 a 252 a

e e |
conditions initiales : 5 M
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