COMPLEMENT : DATES SUR UNE TRAJECTOIRE ELLIPTIQUE...
... et équation polaire de la trajectoire.

Il s’agit d'une démonstration tres astucieuse de Johannes Kepler, donc digne d’intérét, basée
entierement sur la géométrie, et sur les trois lois qu’il a obtenues.

Le lien entre la nature des trajectoires et la force gravitationnelle est ultérieur : c’est le travail
scientifique d’Isaac Newton.

parametre p=7 A/ / /S S S N\ e PN

excentricité e = 0.67

I — Définitions de P’ellipse et équatidn polaire

On prend comme origine des angles polaires 0 la demi droite [OP) ou P est le périastre.

a — Définitions géométriques
O (ou se trouve I’astre central) et O’ sont les foyers de I'ellipse, 2 son centre.
P est le périastre, A 'apoastre, la distance AP est le grand axe 2a: QA=QP=a

On note B et B’les points de l'ellipse tels que (BQ)=(2B’)L(AP) : QB=0QB'=b ,demi
petit axe.

L’aire de l'ellipse est A=mab

On note IT le point de lellipse tel que O(II )= +§ et on appelle la distance OII=r;=p le

parametre de l'ellipse.

L’excentricité de l’ellipse e est définie par Q0=00'=ea : elle est donc sans unité, de
valeurs dans [o0;1[ etvaut o0 dans le cas d'un cercle. C’est le rapport de la distance centre-
foyer sur le demi grand axe.



r,=a(1—e)

1. En déduire que r,=a(i+e)

L'ellipse est définie géométriquement par OM+0'M=cte :somme des distances de M aux

foyers constante.

2. En déduire que la constante vaut 2a, puis que ryz=a

3. En utilisant le point I7, prouver que p=a(1—e®)

b — Equation polaire
On note H le projeté de M (quelconque) sur le grand axe.

4. Exprimer OH, O’H et HM en fonctionder, cosf , sinf ,aete.
5. En déduire r'=0"M

p

6. Avec r+r'=2a ,prouverque [r=———-
= ’ q 1+ecos0

7. Montrer que 6,=Arccos(—e)

II — Introduction du cercle circonscrit

La base du raisonnement de Kepler est de se ramener aux propriétés des cercles en introduisant
le cercle circonscrit a Iellipse, donc de centre 2 et de rayon a.

a — Anomalie excentrique &

On introduit u, point correspondant a M sur le cercle, donc I'intersection de la demi droite (HM)
avec le cercle.

On définit 'anomalie excentrique ¢ par I'angle ¢=(QP,Qu)

8. En explicitant le cosinus de I'angle & , montrer que rcosf=a(cose—e)

. cosO+e
9. Montrer finalement que |cose=———~
1+ecos0

On peut donc déterminer cet angle, connaissant I’angle polaire 6.

En effet, le cosinus est bijectif dans la moitié supérieure de la trajectoire ; pour obtenir une
bijection sur la totalité de la trajectoire, il suffit de remarquer que le signe de ¢ est le méme que
celui de 6.

10. Inverser cette relation pour obtenir cos0 en fonctiondeeetde cose

b — Anomalie moyenne ¢

Il s’agit encore d’'un angle (dont le nom est tres étrange...), mais qui n’est pas géométrique : c’est
la phase temporelle du mouvement a partir du périastre, donc la date sur 'orbite exprimée en

unité d’angle : (p=2ﬂ% (en radians) ou encore @=360 0% (angle exprimé en degrés).

Par exemple, si @=+90° , c’est qu’il s’est écoulé exactement 1/4 de période depuis le
périastre.



¢ — Loi des aires

Kepler avait établi auparavant sa seconde loi, la loi des aires : c’est le cceur de son raisonnement
pour déterminer le lien entre position sur 'orbite et date.

On déduit par proportionnalité de I'aire balayée avec la date, et par définition de ’anomalie

A (OPM ) )
moyenne @, que — =

\

A(OPM) estlaire du secteur de I'ellipse balayée par le

ellipse

vecteur position entre P et M.

11. En déduire que A(OPM) =a?b(p

d — Relation entre les anomalies

On utilise ici le fait quune ellipse est un cercle « écrasé » : dans la direction du grand axe, les
longueurs sont inchangées, alors que dans la direction du petit axe, elle sont réduites du facteur
b

a

2

12. En déduire que 'aire du secteur circulaire vaut A(OPu) :a? @

On se ramene alors au secteur circulaire de centre Q.

13. Montrer que A(OPu) :ﬂazi—ixa exasing

14. En déduire que, finalement : ‘ @p=¢e—esine ‘

III — Dates sur 'orbite : résumé du calcul

a — Date en fonction de la position
Aucun probleme pour effectuer ce calcul :

1. on calcule 'anomalie excentrique en fonction de I'angle polaire avec

cosO+e
e=sgn(0) Arccos| ————
gn(0) ( 1+ecos0 )
2. on en déduit 'anomalie moyenne @=c—esine
3. puis la date en ce point (la période T'du mouvement est bien stir connue d’apres la 3eme loi

de Kepler) : =t + P
p ty tP+2ﬂT [T]



b — Position en fonction de la date

Le calcul n’est plus aussi direct : il faut utiliser une méthode numérique, dichotomie
typiquement.

En effet :

1. on calcule 'anomalie moyenne : (p:%r (t,,~t,) quonramene dans le domaine principal.

2. il faut résoudre I’équation transcendante @=e—esine pour obtenir I'anomalie excentrique
€.

3. On en déduit I'angle polaire 6 avec O=sgn (¢) Arccos(lcosﬂ) (Q10.)
—ecose

4. puis finalement la distance r a 'astre avec '’équation polaire de l'ellipse r :—1+e1c) 050

>

sachant que p=a(1—e”)
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